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HACHETTE 
SHPỀTI€MF 


Bộ giáo trình này viết theo chương trình mới của các lớp dự bị vào các trường Đại học, được áp dụng cho Kì tựu 
trường tháng 9/1995 đối với các lớp năm thứ nhất MPSI, PCSI và PTSI, cho kì tựu trường tháng 9/1996 đối với 
các lớp năm thứ hai MP, PC, PS]. 

Theo tỉnh thần của chương trình mới, bộ giáo trình này thực hiện một sự đổi mới giảng dạy vật lí ở các lớp dự 
bị đại học. 

e Có một truyền thống đã khá ăn sâu, đó là vật lí được xem như là sản phẩm thứ yếu của Toán, các hiện tượng 
vật lí che lấp bởi các tính toán. Trái với điều đó, ở giáo trình này các tác giá đã đưa toán về đúng vị trí của nó, 
đã ưu tiên cách tư duy và lí luận vật lí và nhấn mạnh các tham số có ý nghĩa, nhấn mạnh hệ thức hiên kết các 
tham số lại với nhau . 

e Vật lí là một khoa học thực nghiệm và phải được giảng dạy theo tỉnh thần đó. Các tác giá quan tâm đặc biệt đến 
việc mô tả các thiết bị thí nghiệm, không bỏ qua tâm quan trọng của thực hành. Mong rằng những cố ¿unp của các 
tác giả sẽ thúc đẩy thày và trò cải tiến hoặc tạo ra những hoạt động thí nghiệm sáng tạo. 

e Vật lí không phải I# một khoa học thoát li chỉ chú trọng đến biện luận tư duy mà tách rời với thực tế kĩ thuật. 
Mỗi khi chủ đề đã khá sát, các tác piả đã dành nhiều chỗ để trình bày những áp dụng khoa học hay công nghệ, 
đặc biệt là để kích thích các nhà nghiên cứu và kĩ sư tương lai. 

e Vật lí không phải là một khoa học bất khả xâm phạm và vĩnh hằng, đó là sản phẩm của một thời và không 
tách ra khỏi phạm vì hoạt động của con người. 

Các tác giả đã chú trọng tham khảo lịch sử khoa học để mô tả diễn tiến của các mô hình lí thuyết cũng như đưa 
thí nghiệm trở lại với hoàn cảnh của chúng. 

Nhóm các tác giả mà Jean-Marie BRébEkC phối hợp gồm các giáo sư các lớp dự bị có nhiều kinh nghiệm, đã 
tham gia chấm nhiều kì thi tuyển vào các trường đại học và năng lực khoa học của nhóm này được nhất trí công 
nhận. Nhóm này quan hệ mật thiết với các tác giả của bộ giáo trình của DURANDEAU và DURUPTHY cho vòng 
hai các lớp trung học (tương đương trung học phổ thông của Việt Nam) ; như vậy bộ giáo trình cho các lớp dự 
bị đã kế tiếp hoàn hảo các giáo trình trung học về hình thức cũng như ý tưởng. 

Chắc chắn rằng công trình này là những công cụ quý báu cho sinh viên để chuẩn bị có hiệu quả cho các kì thi 
tuyển, cũng như để nấm được kiến thức khoa học vững chắc. 


}.P. DURANDFAU 


Sau khi nghiên cứu các yếu tố động học của một hệ chất điểm (đối với sinh viên PC và PC*, là nhắc lại) giáo 
trình đề cập đến trường hợp rất quan trọng của vật rắn làm rõ chỉ tiết về momen quán tính của vật rắn đối với 
mỘt trục. 

Các định luật động lực học (không quên nghiên cứu về năng lượng) được áp dụng cho tất cá các hệ chất điểm, 
đặc biệt cho vật rắn. 

Các lực, hay là các tác động tiếp xúc và các định luật về ma sát (rất có ích đối với sinh viên PT vì những điều - 
này không được nêu rõ trong chương trình) được nghiên cứu chi tiết và như vậy là có cả một chương nói về 
chuyển động vật rắn quanh một trục cố định. 

Các bài tập (hoặc tình huống) cổ điển luôn luôn được trình bày dưới dạng những áp dụng hay là những bài tập 
có lời giải. 

Cuốt giáo trình có nhiều bài tập điển hình, trích từ những bài tập viết khi thi tuyển vào các trường Đại học phù 
hợp với chương trình hiện nay và có bài giải. Các bài tập này vận dụng tất cả những kết quá của chương trình 
cơ và cũng cho phép sinh viên kiểm tra kiến thức của mình. 
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ĐỘNG HỤC CỦA 
0ÁG HỆ GHẤT 


Mớỡ ảä âu 

Động học được hình thành từ chuyển động học bằng 
cách đựa thêm khái niệm về khối lượng: đối tượng 
của động học là nghiên cứu chuyến động của các 
khối lượng, không đề cập đến nguyên nhân gây nên 
chuyển động. Chúng ta trình bày ở chương này các 
dịnh lý KŒNIG (Paul Savier Ởabriel KứMNG, sinh ở 


Toulouse năm I858, mất ở Paris năm ]931], nguyên 
là sinh viên Cao đẳng sư phạm Paris và là giáo sư 
cơ học ở Sorbonne). Các định lý này cho phép xác 
định dễ dàng các yếu tố động học của một hệ chất 

bất kỳ (biến dạng hay không biến dạng) và chúng tôi 
sẽ hướng dẫn để sử dụng trong nhiều 
bài toán. 


Chương này là ôn lại đối với các học viên PCSI; trái 
lại đối với học viên MPSI và PTSI những khái niệm 
ở đây là mới. 


Mu c rTiêU 


8 Quán tâm, quy chiếu trọng tâm. 


Tổng động lượng và động lực, momen 
động lượng và động lực. 


Động năng củu mội hệ chất. 


8 Các định lý.KŒNIG. 


IỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


Động học và động lực học chất điểm. 


Nhắc lại : thành phần của vận tốc 
và gia tố€ ———————————— 
Ta xét hai hệ quy chiếu Z¡ và 2; dịch chuyển đối với nhau và ký hiệu 


(ÓI; Ổy Ổy,› ẻ; và (Ó»; Ếy,, Ổy,› ề;„ ) hai hệ tọa độ Descartes pắn liên 
tương ứng với Z2 và 2: (ñ.1). ẽ 


* 
1.1. Chuyên động tương đôi cua hai hệ quy chiều H1: Cuyếi động ñướng dối của hai 
1.1.1. Vectơ quay hệ quy chiếu. 
Trong 2¡, gốc Ø; và các vectơ đơn vị ,., Ổy, VÀ y, thay đổi tuân 
theo các tính chất: 
¬ Z2 2 cấy, : đụ; cu, „ & Ẫ 


Trong .Z1, !ấy đạo hàm các hệ thức trên theo thời gian, ta có: 


dấy, dổy, _ (dẻ, 
SP | =ốy,|—P =ø,.|— =0; 
Z;. . .ẽ 7 ẻw. kề... 
« “'I 1 


Ta đưa vào vectơ : 


42 „u2¡ = 42v, (y, + 9ý (0y, +42; (0), 
Và ta có thể viết: đế, = K 
äa ta CÓ hệ VIỆT: KT = 42.2,/.%. A Ấy, 
sa 


d ổy. 2 ¬ à d đy, ¬ 
¬ =42⁄2;/ị¡ A^£y, Và : =2, ^ð;,. 
df j dt Jớ 

Vectơ 42212, , được gọi là vectơ quay kéo theo của .Z; so với 21, 
vectơ đó đặc trưng cho sự quay của 2; so với .Z21. 

1.1.2. Trường hợp tịnh tiến đối với nhau 

Vectơ quay bằng không : 422 ! 2, = Ö ; do đó các veclơ Ấn ẾNg và bo 
và nói chung là các vectơ pắn với .Z2; là không đổi trong z2. 

d0; 


Tốc độ ö(92)/ 2, -| ẵ 
h 


đặc trưng cho sự tịnh tiến của 2 đối 
121 


với .2\ (h.2). 


Chú ý rằng phép tịnh tiến của .Z; không bắt buộc phải thẳng và quỹ đạo 
của điểm Ó; là bất kỳ (quỹ đạo này thậm chí có thể là một vÒng trÒn: 
. lúc đó là tịnh tiến tròn đối với .Z (ñ.3)). nào đó đối với \. 


H.2. .Z; tịnh tiến một cách bất kỳ 


Ma -) 


1.1.3. Trường hợp quay tương đối quanh một trục cố định 

Ta có thể chọn các trục (Øz¡) và (Øz¿) sao cho chúng trùng với trục quay. 
Khi đó ta có thể nghiệm thấy rằng vectơ quay kéo theo được viết ra là 
Ọ =6, với Økí hiệu là góc chung: Ø = (Øxị, OX„)= (Ớyi, Œ; ) (h4). 


2/.ZI1 


1.1.4. Trường hợp tổng quát 


Tổng quát hơn, chuyển động tương đối của hệ quy chiếu .⁄ 


Z_ đối với hệ quy 


chiếu .⁄¡ có thể phân tích thành một chuyển động tịnh tiến đặc trưng bởi “` ă 
dØ¡®œ H.3. 2; tịnh tiến tròn đối với 21. 


tốc độ ¿ö(;), Z\ "| : 
: I 


và một chuyển động quay xác định bởi 
/. 

r¬ _ ‹ “ + 2: NGÀY c/E 
Vectơ quay 42. Z,/, › Nà phương hướng có thể thay đối theo thời gian. 


1.2. Đạo hàm của một vectơ trong .⁄4 và trong .⁄2 
“Ta xét một vectơ U (7) là hàm của thời gian và ta xét quan hệ piữa các đạo 


hàm so và | dư của vectơ tương ứng trong .Z và .Z$. 
.h đứ 


Để làm việc đó, ta biểu diễn U theo cơ sở (2,„, TS 
U =U, 6y, +Uy,6y, +Ụ, êa, 


Và ta lấy đạo hàm biểu thức trên trong hệ quy chiếu .21 : 


dŨ đỤ,. MƯA... /QU.. đế, 

— = ~©ốy, +—*ôy, +——£ẽ, +Ùy _? 
/.⁄ E mo dĩ k Z px) 
2 ;21 


dĩ dí dứ 


Ba số hạng đầu là đạo hàm của vectơ Ứ trong .235 và ta có thể viết tổng 
ba số hạne cuối đưới dạng: 
S, #, (2ã ^ (U¿, SN Ẻ 


Từ đấy ta có: 


1.3. Sự hợp thành các vận tốc 


Ta xét quan hệ piữa các vận tốc ÿ(M),.. 1) và 0M), + 1) 
dự . M. 


của một điểm động Ä⁄ tương ứng trong Z1 và .Z2. 


Sử dụng các kết quả trước, ta có thể viết: 


: dØ@@ dÓM dÓØG dÓM cụ = 
mi /Zi 1.24 29 


di di di di 
H.4. 2; chuyển động quay quanh 


bc PMD2 =(05)/:2, +42 ai ^0M+U(M)z trục cố định (O4) trong ìỊ. 


Tốc độ của điểm M trong .Z được viết ra là: 
0(M)/ Z2, = 0,(M) + 0(M), 2, 

ở đây. 0,(M) = 0(02)/.22, +(22, AO;M là tốc độ kéo theo của 
điểm M. 
Tốc độ kéo theo của điểm M diễn tả tốc độ của điểm Mí “% cố định 
trong .Z2; điểm này trùng hợp ở thời điểm t với điểm Xí : điểm 
M.z được gọi là điểm trùng hợp : 

0, (M) = Đ(M,2, )/.2, - 
Cần chú ý rằng các điểm M và M⁄z„ chỉ trùng hợp vào thời điểm ¿ ; ở 
một thời điểm trước đó M trùng hợp với một điểm khác của .Z2; và như 
vậy người ta phải xác định ở mỗi thời điểm : một điểm trùng hợp. 


1.4. Sự hợp thành của gia tốc 
Lấy đạo hàm các biểu thức của vận tốc ở §1.3 để có các hệ thức giữa các 


.. dø(M}z, _- d2(M)z, 
gia tỐC 4(M)z, = = và á(M)/z, = =.= 
Ji l5 


ở Z2 và .⁄¿ tương ứng, ta được : 


HỆ dö(M)/z; d7(Ó;); z2, 
SỜ 0 SP) di : di 
/Zi !ứt 


nã" - Ø;M)_ (d80Đ,z 
=1"... -(t") Em | 
di đdí /ới đi cửh 


1 


.. | d(;)/z, 
VỚI | ——————— 
d/ 


dO;M : = ——. 
=a(Ó)/¿2,› ba _ =Ø(M)jz, +22 ^@UM 
đi lớ, 


= đt; 


: =ã(M)/Z, +2 z„, ^ P(M)j 
PL biểu : 


Ta Suy ra:. 
d1! sẽ n ý sec = — 
5 s. #2. 
A(M% 2, =Ä(O) z3, + CAO ME +2 za A(2zz  AOM) 
_+2 2z AD(M),2 +ä(M)/ 2. 
Gia tốc của điểm tràng hợp Mạ, được gọi là gia tốc kéo theo, có biểu 
thức là: : 
ä,(M) = ä(M), „2, 
` d2 —— 7 - —x 
= 4(Ó;)/.2, L0 2 O;M +42 212 A9222, ^ Ø;M). 
Ở hệ thức trên đây, ngoài các gia tốc đ„(M) và 4(M), „4, còn có số hạng 
phụ gọi là gia tốc CORIOLIS hay gia tốc phụ : 
ác(M) = 292 2 2, ^ 0(M)/.2, k 


Gia tốc của điểm Ä trong .Z24 được viết ra là: 
a(M)/ 2. = đ,(M)+ ac(M)+ a(M), 2... 
ở đây đ, là gia tốc kéo theo và đc là gia tốc CORIOLIS: 
ác =22 2, ^9(M)/ „2, - 
Chú ý rằng gia tốc kéo theo không phải là đạo hàm của tốc độ kéo theo. 


1.5. Trường hợp các chuyển động đặc biệt của .Z2 
đối với .⁄4 

1.5.1. .⁄ chuyển động tịnh tiến đối với .Z 

Trong trường hợp này, ta có : 

S2 gyuại =Ôi 1,(M)=0(O;),2¡ ä,(M)=ä(O;)/„z, ; ñc(M)=Ö. 

Nếu .⁄4 chuyển động tịnh tiến đối với .⁄2, tốc độ kéo theo và gia 

tốc kéo theo không phụ thuộc vào vị trí của điểm chuyển động M. Gia 

tốc CORIOLIS bằng không. 


Đây là một kết quả quan trọng mà về sau ta hay sử dụng. 


1.5.2. .⁄2 quay quanh một trục cố định của .⁄4 quỹ đạo của điểm trùng hợp M2, 

: VÀ ống . quỹ đạo 
Giống như phần trước, ta giả thiết rằng phép quay thực hiện quanh một của điểm M 
trục chung (¡z¡) =(»;z¿) với vận tốc góc ky = Ó2, : 

san Mạ, ở thời điểm ¡ 


Điểm trùng hợp Mƒ ,„ vạch nên một quỹ đạo tròn tâm H, đó là hình chiếu 
của điểm M lên trên trục quay ở thời điểm : (h.5). 
Trong trường hợp này, ta có: 


0(03), „.=Ú; ,(M)=0¿, AHM ; 
2nL ¿ k H.5. Các quỳ đạo của điểm M và 


a(;)/, = Ũ; ä,(M) =Öẻ, A HM - Ö”HM. của điểm trùng hợp Ms, . 


Zfụ dụng “Í 


Chuyển động của một người chơi xà treo. 
Một cái xà treo ABCD thực hiện các dao động 
hình si Ø = 0p sin @t. Người chơi xà treo tương tự 
như thanh TMP, quay quanh AB với tốc độ tương 
đối œ không đổi so với cái xà treo. Ở thời điểm 
ban đâu, người chơi xà treo ở tư thế thẳng đứng, 
đâu T hướng lên trên. Các ký hiệu như vẽ ở hình 6. 


Xác định đối với điểm P (chân của người chơi xà 


ả. 7z TT. 
treo) tại thời điểm t =—, gia tốc trong hệ quy 
ứ 


chiếu .Z) gắn liền với cái xà treo, gia tốc g6, Chuyển động của người chơi xà treo. 
CORIOLIS, gia tốc kéo theo và gia tốc trong hệ 


quy chiếu trái đất Z. Cho biết : OM = AB = DC = b và MP = d. 


Hệ quy chiếu .2;(Ó; £,, đa, ẻ„) gắn liền với xà Gia tốc kéo theo bằng: 


treo quay quanh trục (Óz) cố định trong hệ quy 
chiếu trái đất .Z\. Chúng ta chiếu các vectơ 


ä„(P)=Ö¿, ^OP— ö?OP 


khác nhau lên trên cơ sở (ẻ,, đ¿, ẻ,) và chúng ta 6p@”(dsin” œr 
đang ở một thời điểm : nào đó. 
Xa Là ng —Øp(b + dcos@r)cos? ø@?) 
Trong .2;, P thực hiện chuyển động quay đều ý 
quanh M với tốc độ góc œ không đổi, từ đó: =|Øpø“(TŒ + đcosø?)sin ø@r 
—ø đsỉn @† —Øpđsinør CoS7 ø@ t) 
Ú(P)/z = ø, A MP =| œdcosœt 0 
0 : 
5 Ở thời điểm r xác định theo œ ? = Z (chân P ở 
2= RA dcosat trên cao) ta cÓ: 
ä(P)/ạ  =—~@“ MP = kệ dsinør ä(P)/.2 =Ø2đ#,, 


äc(P) = 26gø°dẻ,, 


Gia tốc CORIOLIS được xác định bởi: 
äc(P) =2, ^0(P),., 


ä,(P) =~68@” (b — đ)ẻ,, 


Từ đó ta suy ra gia tốc của P ở hệ quy chiếu mặt 


~2Øp@?dcos” œr đất Z2: 
= ~2Øp@”dcosarsinø f 4(P)/.2,¡ = 4(P)/.4, + đc(P) + a„ŒP) 
0 = @?(d + 28pd - 6 (b - đ)ẽ,. 


Khối lượng và quán tâm : 
(tâm quán tính) của một hệ chất - 
Hệ quy chiếu trọng tâm 


2.1. Khối lượng của một hệ 


Khối lượng m của một hệ chất bằng tổng khối lượng của các phần tử tạo 
nên hệ. Nếu hệ gồm có những chất điểm khối lượng m; (h.7) : 


m= S`m 
Ỉ 


Nếu hệ là chất phân bố liên tục theo thể tích, ở mỗi điểm ÄM của hệ có 
khối lượng riêng {M) sao cho một phần tử thể tích dv bao quanh điểm M 
có khối lượng du = ø(M)du; lúc đó thì khối lượng tổng cộng m là (H.8): 


m= [|| 200Ðao. 


Hệ được gọi là đồng nhất khi khối lượng riêng ø là không đổi và độc lập 
với M. 

Chúng ta cũng có thể gặp những hệ có chất phân bố liên tục: 

* trên bẻ mặt (¡.9): khi đó ta định nghĩa khối lượng riêng bê mặt ơ(M): 


m= | [ ơ(M)ds; 
° dạng sợi dây (h.10): lúc đó ta định nghĩa khối lượng riêng tuyến tính 


^A(M) và: 
BC | A(M)dI. 
L 


H.7. Hệ các chất điểm. 


H.8. Hệ chất thế tích. 


H.9. Hệ chất bê mặt. 


Một hệ cũng có thể gồm có nhiều phần, mỗi phần thuộc về một trong 
những dạng định nghĩa nói trên. 


Trong các phần tiếp theo của chương này ta dùng ký hiệu . để biểu 
h 


diễn một tổng (gián đoạn hay liên tục). 
Vậy, ^mị có thể là ký hiệu của: 


| JÏ[zœ+: hay J[zœna: hay [?uoar 
L 


Ta nhớ rằng khối lượng của hệ kín được bảo toàn theo thời gian. 


2.2. Quán tâm 
Ta xét một hệ chất .Z kín bao gồm những điểm M; có khối lượng m;. 
Quán tâm G (hay là khối tâm, trọng tâm) của hệ .⁄ là trọng tâm của 
các điểm 3⁄; có khối lượng m,. 
Như vậy, gọi Ó là một điểm tùy ý, ta có: 
mÓG = 3 m,OM, › 
Ủ 
và nếu ta chọn Ó ở G thì: 
S La) GM; = 0 ` 
D 

Quán tâm có fính kết hợp: quán tâm G của một hệ .Z bao gồm hai hệ .Zƒ và 
.⁄2 có khối lượng mị và m› và quán tâm Œi và GŒ; được xác định bởi: 

(mị + m2)0G = mị OGI + mạOG2 
Khi một hệ là thuần nhất và có một phần tử đối xứng (mặt đối xứng, trục 
đối xứng...) khối tâm G nằm trên phần tử đối xứng đó. 
Vậy khối tâm : 
s của một thanh thuần nhất nằm ở giữa thanh. 
° của một quả câu thuần nhất nằm ở tâm quả cầu. 


2.3. Hệ quy chiếu trọng tâm 

Chuyển động của hệ .Z được nghiên cứu trong hệ quy chiếu Z?. 

Người ta gọi hệ quy chiếu trọng tâm Z?* đối với hệ quy chiếu Z?, là hệ 
quy chiếu chuyển động tịnh tiến với vận tốc ø(G), đối với Z?. 


Để thuận tiện, hệ tọa độ gắn với Z?* sẽ chọn gốc ở Œ. Các vectơ đơn vị 
của hệ (đy, Z,, £;) là không đổi trong Z?, như vậy ta có thể lấy đồng tuyến 


F4 
với những vectơ đơn vị của hệ tọa độ gắn với Z? (7. 11). 


Trong trường hợp này phép tổng hợp vận tốc và gia tốc cho ta: 

* 0(M),„„ =0(G)/, + 0(M)”, ở đây ký hiệu 0(M)” =0(M), m«; 
* ä(M),,„ =ä(G)„ + á(M)”, ở đây ký hiệu á(M)” =á(M), 
Tất cả các vectơ gắn với .Z* là không đổi trong .Z. 


H.10. Dây chất. 


H.11. Hệ quy chiếu trọng tâm .Z* là 
tịnh tiến đối với hệ quy chiếu nghiên 
cứu .Z. 


Tổng động lượng và momen động 
Š lượng của một hệ chất 


3.1. Tổng động lượng 


3.1.1. Định nghĩa 

Các điểm ẤM; cấu tạo nên hệ ⁄Z, chuyển động với vận tốc Ú; trone hệ quy 
chiếu Z. Tổng động lượng P' của Z tronp Z bằng tổng cộng động lượng 
của các điểm cấu tạo nên 4) 


kc= mi : 
{ 


Chúng ta có thể biến đổi hệ thức trên bằng cách đưa vào quán tâm Ở của 
hệ ⁄° ta có: 

= dđØM,  d `mn... Š 

P= SN nN 2 ,m:OM, |= ain06) = mU(). 


d J h 


Từ đây ta có một kết quả rất quan trọng: 
Tổng động luợng của một hệ chất trong hệ quy chiếu Z bằng động 
lượng trong Z? của một chất điểm giả định ở tại quán tâm Ở có khối 
lượng là tổng cộng khối lượng của hệ .⁄2 

P= mu(G). 
Chú ý: 
Cân chú ý tính chất gia định của chất điểm nằm ở Œ. Ta Xét một cái vòng 


thuận nhất lăn trên một mặt nằm ngang: khối tâm Œ rõ ràng là tâm của 
vòng tròn và tất nhiên là không có chất gì ở G cả (h.12). 


3.1.2. Tổng động lượng trong hệ quy chiếu trọng tâm * 
Theo định nghĩa, điểm Ở là cố định trong Z*, 0(Œ)*= 0 và tổng động 
lượng P*# của hệ .⁄ trong :* bằng không: 

P*= 0, 


Điều này cho phép ta đưa ra một định nghĩa tổng quát hơn cho hệ quy 
chiếu trọng tâm. 


Hệ quy chiếu trọng tâm đối với một hệ chất là hệ quy chiếu mà trong 
đó tổng động lượng của hệ chất bằng không. 


3.2. Momen động lượng 


3.2.1. Định nghĩa 


Momen động lượng Lụ, đối với điểm @ của hệ .Z trong hệ quy chiếu 
Z? bằng tổng momen động lưựng của tất cả các điểm tạo nên hệ Z7. 


Tê = , OM; A MÙ; 


Ũ 


) Để tập luyện: BT 1, 2 và 4. 


14 


H.12. Quán tâm của MỘI cái Vòng. 


sâu 


hệ trong hệ quy chiếu trọng tâm là độc lập đối với điểm mà tại đó ta tính. 


3.2.2. Định lý KœNIG đối với momen động lượng 

Ta thử tìm mối liên hệ giữa momen động lượng lên đối với Ó của ‹Z 
\ —* —— 

trong Z và momen động lượng Lẹ = 3 _GM, A mũi đối với Ở của Z 

h 

trong Z?*. 

Dùng luật tổng hợp vận tốc và không quên rằng tốc độ kéo theo của các điểm 

Ä, không phụ thuộc chỉ số ¿: , (Ä⁄ƒ;) = 0(G) , (Z?* tịnh tiến đối với Ø?): 

Lọ =3 (OG+GM¡)^ mị(ö(G) + ổ; ) 


=O6A0(G)3` mị +3 _GM; A miDr +0GA 3 mi 
LỐ Ẻ i 


ôn U(Ơ). 


Hai số hạng cuối cùng rõ ràng là bằng không và số hạng thứ hai là 
momen động lượng đối với Ở của trong hệ quy chiếu trọng tâm. 


Từ đây chúng ta suy ra định lý KŒNIG đối với momen động lượng. 
Momen động lượng đối với Ó của hệ chất 7 trong hệ quy chiếu #Z là 
bằng tổng của: 

s momen động lượng đối với Ó của một chất điểm giả định đặt ở G có 
khối lượng bằng khối lượng tổng cộng của hệ trong Z?; 

»s momen động lượng đối với G của hệ .⁄ trong hệ quy chiếu trọng 
tâm của nó (nghĩa là trong chuyển động của nó quanh G); 

vậy: 


“+ —__ —_~* 
Lạ =0G A mö(G) + EQ 
Để luyện tập: BT 3 và 5. 


3.2.3. Momen động lượng trọng tâm 
Nếu A là một điểm bất kỳ nào đó, ta có thể viết trong Z?*: 


LA =3 _AMi A mũ; =3 (AG+GM¡)A mịũ; 
ỉ L 
=ACA 3 mũi + 3 ƠM¡ A mjũi, 
ỉ Ỉ 


Biết rằng: P”= 3 mũ; =0 chúng ta nhận thấy momen động lượng của 
Ỉ 


Chúng ta có thể viết momen này mà không cần nói rõ điểm đó ở chỉ số: 
—* —* —* 
LA=LG@ =L. 
(Mặc dù vậy, chúng ta sẽ chỉ rõ điểm đó ở các phần tiếp theo của sách 
này vì thuận tiện để nhớ đến hệ quy chiếu) 
Dùng định lý KŒNHG, ta có: 


—~ _* Ï— 
Lkq =LÙo@ =L . H.13. Hệ quy chiếu trọng tâm. 


⁄ụ dụng 2 


Momen động lượng của một thanh 


Hai chất điển A và B 
giống hệt nhau, có khối 
lượng m liên kết với 
nhau bằng một thanh 
chiêu dài là b, khối 
lượng không đáng kế. Ä 
dịch chuyển trên vòng 
tròn tâm Q bán kính b và 
thanh AB có thế dao 
động quanh một trục đi 
qua Â Và vuông góc Với 
mặt phẳng ở hình 14. 


H.14. AB địch chuyến 


trÊH Vòng HÒN. 


Tĩnh tống động lượng và momen động lượng ở Q 
của hệ AB theo các góc œ, 8 và đạo hàm của 
chúng. 


* Phương pháp thứ nhất 
P= tmmU(A) + mũ(P). 
Lo =OÄ A mũ(A) + OB A mö()). 


VỚI 
bcOs ở Bi“ 
ÓA |bsinơ : U(A)| bưco@ơ; 
0 | Ũ 
Đ(cosø + cos /đ) 
OB| b(sinø + sin 8) 
Ũ 
~b(ứ sinơ + Øsin Ø) 
0(B)| b(đcosơ + Øcos/); 
0 
— mb(2dsin ơ + Øsin 8) 
và - P| mb(2¿cosơ+ Ôcos/) ; 
Ũ 


Lo = mb“(2ở + Ø+28coœs(z — 8))ẽ;. 


H.1Š. Hệ quy chiếu trọng tâm (Ở ; x, V, 2) của thanh. 


§ 


* Phương pháp thứ hai 
Chúng ta có thể dùng định lý KŒNIG bằng cách 
đưa vào quán tâm Ở của hệ, điểm piữa của A?: 


B( cosœ +2 eas/) 
se= : ÌU =3 
OØG P[šna+sn/Ì: 
0 
k. 1à. 
~0[ảna +2 #án/) 
¬ : 1 
U(G) P[4cesz +3 Öeo/) 
0 


EQ =GÀA mũ(A)' +GŒRA mũ(B)” 
=2GB^ mũ(B) , 
vì GÁ=—G và ö(A)*= -ũ(B)* 


l 1, 
—bCOS ——b/sin 
y0 / ›bÖn 8 
Z2<a|| 3 | : 
GB PC và 0(B)* 2bÖco/ 
0 0 


Rõ ràng là ta tìm được : 
P= 2m0(G) 
Lọ =ÓG ^A 2mu(G)+ TP 
=mnb” (2ở + 8+2 cos(ơ ~ Ø))Š, 
(chú ý: khối lượng 


tổn cộng của hệ ` 
là 2m). 


32.4. Wotsen động tượng đã với môi Âu 


Hình chiếu trên trục 4 đi qua Ở của momen động lượng ¿ö của hệ ⁄ là 
momen động lượng + của .Z đối với trục 44. Vậy, nếu 0ọi ¿¿ là vectơ 
đơn ví ttteo.trục 44, ta có: 


LA = ho.SA. 
Có thể nghiệm lại dễ đàng rằng 7; không phụ thuộc vào điểm Ó của trục A. 


Khái niệm momen động lượng đối với một trục rất cần (. 16) khi hệ .Z là 
một vật rắn quay quanh trục 44; ta sẽ thấy điều này ở chương 2. 
~ ^ ` ^ 
Tông động lực và momen động 
tả ^ ˆ^ ~^“ 
lực của một hệ chất 


4.1. Tổng động lực 


Các điểm 4; tạo nên hệ ‹Z chuyển động với gia tốc ở; tronp hệ quy 
chiếu +. 


Tổng động lực Š (đôi khi còn øọi là eia tốc lượng) của ⁄⁄' trong z2 bằng 


tổnp: 
s= › [THÊ 


Cũng như tổng động lượng, chúng ta có thể biểu diễn tổng động lực theo 
hàm của giu tốc đ(Ở) của quán tâm Ở và khối lượng tổng cộng của hệ: 


¬ dù, d & d " à 
.= 3m mm = TP 10) = a0) = mã(Ở). 
f ¿ 


) 


Tổng động lực của một bệ chất trong hệ quy chiếu Z bằng tổng động 
lực của một chất điểm giả định nằm ở quán tâm Ở và có khối lượng 
bằng khối lượng tổng cộng của hệ trong Z. 


$= ma(G). 


Đến đây chúng ta cũng có thể chứng minh hệ thức (quan trọng) siữa tổng 
động lượng Ð= ø0(Œ) và tổng động lực $= m() của hệ. 
. dP 
S=—— 
dí 
Cuối cùng chú ý là trong hệ quy chiếu trọng tâm :#*, tổng động lực rõ 


ràng là triệt tiêu: S*~0, 


4.2. Momen động lực 


4.2.1. Định nghĩa 
Momen động lực 722 tại một điểm Ó của hệ .Z trong 2 có biểu thúc là: 


Do = Ð`OM¡ A Mai, 


Ị 


2- CHVR 


H.l6. Mômen động lượng đối với. 
HỘI trục. 


4.2.2. Định lý Ku:NIG đối với momen động lực 
Cũng như momen động lượng, ta có thể liên hệ piữa momen động lực Do 
* TT _-k sư về 
tại @ trone :Z và momen động lực Ủy; = »_GM ¡ Am¡d¡ tại Ơ trong Z2ˆ*, 
Z?* là tịnh tiến đối với Z, từ định luật hợp thành các pia tốc ta có: 
d¿ =d,(M, )+ñc(M)+; =a(Œ)+ä : 
Gia tốc CORIOLIS bằng không, còn pia tốc kéo theo, không phụ thuộc vào 
chỉ số ¡ và bằng pia tốc a(GŒ) của điểm Ở. 
Ta rút ra: 
mẻ A2-> SN” : -„t ppe : ¬aa —_* 
Ùo = » (0G + GM,) ATHi (¿(G) + ) = QỞ A mã(Œ) + ^_GM¡ A mái, 
í Í 
đán ibh _.. „t =>. 
vì: 3 m,ÔM; =0 và 2 muối “` = 
í ị 
Vậy chúng ta suy ra được định lý KŒNIG đối với momen độn lực. 
Momen động lực tại 2 của hệ .Z trong hệ quy chiếu Z là bằng tổng của: 
® momen động lục tại 2 của chất điểm giả định ở G và có khối lượng 
bằng tổng khối lượng của hệ trong Z?; 
* momen động lực ở G của hệ ' trong hệ quy chiếu trọng tầm (nghĩa 


là trong chuyển động của hệ quanh G); 


vậy: Dọ =ÓG ^A ma(G)+ Dẹ š 


4.2.3. Momen động lực trọng tâm 
Cũne như đối với momen động lượng, chúng ta có thể nghiệm lại rằnp momen 
động lực của ⁄⁄tronp hệ quy chiếu trọng tâm ;Z* không phụ thuộc điểm mà ta 
tính và ta có thể viết momen đó không cần ehi ở chỉ số điểm mà ta tính: 

s=xc TẾ: —# ...K 

ĐA =Doc= 
Ngoài ra, định lý KŒNIG cho: 

— _-_* 

Dọ¿=Dc=)D. 


4.2.4. Quan hệ giữa momen động lượng và momen động lực 


Ta lấy đạo hàm momen động lượng LA của hệ ⁄Z tại điểm 4, điểm có thể 
chuyển kệ: trone hệ quy chiếu ¿#?; ta có: 


đEA - 2 _ˆn : v = 
ni MS ó6 mã ]= 2 (0 = 0(A)) A P;U; + 2,AM: A mu“, 
t ‡ 
Ta biết rằng: Ú, ^ Ú, =0 và mùi = mÙ(Ở), ta có: 
i 
ĐA 3y co ˆ 
— “=j4- U(A) A mU(C). 
di 
Thực tế chúng ta sẽ ít dùng hệ thức này trong trường hợp tổng quát (vả 
lại, các phép tính lúc bấy piờ rất rắc rối: vem bài tập có giải 2, chương Š). 
Chúng ta đặc biệt chỉ dùng hệ thức này khi: 
* A là một điểm cố định trong Z?; 


* Á trùng với Ở (thoạt đầu chuyển động trong ;Z) 


Trong trường hợp này hệ thức trên đơn giản là: 

dỪỮA = cậy 

T Da, nếu A cố định trong Ø? hay là nếu A = G. 
Chú ý: 


Ta có thể nhận thấy rằng ta cũng có = DẠ nếu các vectơ U(Ay Và Ủ(G) 


là đông tuyến. Trường hợp này chỉ có lợi ích rất hạn chế. 
5 Toocsơ động và toocsơ động lực 


Tổng động lượng và momen động lượng cũng như tổng động lực và 
momen động lực có những tính chất của một khái niệm toán học tên gọi 
là toocsơ mà ta sẽ định nghĩa tóm tắt trong chương này. 


5.1. Khái niệm về toocsơ 


Xét một tập hợp các điểm M; và ở mỗi điểm của tập hợp này ta gắn với 
một vectơ đ, (đ, có thể là vecơ vận tốc của điểm M;, có thể là động 
lượng của điểm này, có thể là lực tác dụng lên điểm đó...) (h.17). 


Đối với hệ các vectơ này người ta định nghĩa: 
* tổng vectơ: Ñ= bà 
i 
° momen tại Ó: .#o = YOM; ^$,. 
Ƒ 


Chúng ta có thể nhận thấy rằng các momen tại hai điểm Ø và A nghiệm 
đúng hệ thức: 


/#A = AOA R+.#fo 
Tổng R và momen tại Ó, vfo , được gọi là các phần tử rút gọn tại Ó của 
toocxơ Z gắn với hệ các vectơ đ¡. Cho biết các phần tử rút gọn tại một 
điểm Ó là xác định hoàn toàn toocsơ, vì từ đây ta có thể tính ra các phản 
tử rút gọn ở bất cứ một điểm A nào khác: 


R là độc lập với Ó và .Z„ = AOA R+.⁄ọ. 


5.2. Toocsơ động và †toocsơ động lực 
Ta có thể dễ dàng nghiệm ra rằng trong hệ quy chiếu Z?, tổng động lượng 
P và momen động lượng LA ở A của hệ chất .Z tạo nên các phần tử rút 
gọn của /oocsơ động Zˆ(P, LA). 
Đặc biệt ta có thể viết: 
Lp = BA ^ P + FA ; 

Cũng vậy, tổng động lực Ÿ và momen động lực Dạ ở A của ứ là các 
phần tử rút gọn của toocsơ động lực ;(S, Da), với: 

. Dg=BAAS+ DẠ. 


H.17. Hệ các vectơ ậ,.. 


6 Động năng của một hệ chất 


6.1. Định nghĩa 


Động năng của một hệ Z bao gồm các điểm M, có khối lượng m,, 
chuyển động với vận tốc , trong hệ quy chiếu Z? là bằng tổng động 


năng của mỗi điểm: 
1. 
Øy ¬ 272 mui ° 
Ỉ 


6.2. Định lí KŒNIG đối với động năng 
Chúng ta tìm liên hệ giữa động năng #„ của hệ chất ⁄ trong Z? với động 


] : : vo . 
năng LÊ = 32 mai” của hệ này trong hệ quy chiếu trọng tâm #* của nó. 
Ù 


Dùng cách hợp thành các vectơ vận tốc 0; = DI +0(C) ta có: 
s mm... Tố ẽ Th __ 
s= 32m (0 +ö(G)} =amũ(G)° + š +0(G)35 m7. 
Ƒ ị 


Số hạng cuối cùng rõ ràng là bằng không vì tổng động lượng 

_—# 

P= 5S” mũ; bằng không trong :2*, và ta suy ra được định lý KŒNIG 
i 

ứng với động năng: 

Động năng của hệ # trong hệ quy chiếu Z#? là bằng tổng: 

° động năng chất điểm giả định ở G có khối lượng bằng khối lượng 

tổng cộng của hệ trong Z?; 

® động năng của hệ # trong hệ quy chiếu trọng tâm của nó (nghĩa là 

trong chuyển động quanh điểm G); 


vậy: ốy = dự u(G)Ÿ + ổy H.18. Chuyển động của một thanh 
2 treo trên hai đây. 


“ 

Thanh treo trên hai dây Định lý KŒNIG dẫn đến: 
Mội thanh AB thuần chất, có tâm Q, khối lượng ae 2i 2(012+ để. 
m được treo trên hai dây giống nhau AA` và BB' 2 


có chiều dài b (h. I8). Thanh dao động trong mặt 
thẳng đúng, hai dây AA' và BB' luôn luôn song 
song nhau. ếy =0; từ đó: 


Vì trong Z*(ỚŒ; x, y, z), thanh đứng yên và 


| 


Tính động năng của thanh theo đạo hàm ở của độ Ốy = 2m u(G} = 2m j2: 


nghiêng œ của các đây ở một thời điểm cho trước. 


DIỀU CÂN GHI NHỚ 


HỢP THÀNH CỦA VẬN TÔC 
Vận tốc của điểm Aƒ ở hai hệ quy chiếu 4 và .Z; liên hệ với nhau bởi: 
0(M)/„j = 0M) +0M)/ ¿2,2 


ở dây 0,(M) là tốc độ kéo theo của điểm 4ƒ, nghĩa là tốc độ của điểm 4, (điểm trùng 


hợp) cố định trong 4; nó trùng với điểm 4 ở thời gian f: 


HỢP THÀNH CÁC GIA TỐC 
a(M)/„; =d,(M) † dc (M) † d(M)/„z,› 


ở đây d„(Äƒ) là gia tốc kéo theo của điểm ƒ, nghĩa là gia tốc của điểm 4ƒ; (diểm trùng 
hợp) cố định trong nó trùng với điểm Aƒ ở thời gian f : 
dO 
dứ 
và đc(M) là gia tốc CORIOLIS của diểm Aƒ : 
ác(M) = 2G qua A0QM)/22,. 


d„(M) = (M2 )J„ạ = 4(Ó)/„; + AOyM + gu A(Q xua ^OyM) 


CÁC TRƯỜNG HỢP ĐẶC BIỆT 
* Nếu tịnh tiến đối với 421: 

d„(M) = 4(Ó;); „ độc lập với ẤM và dc (M) = Ú. 
* Nếu .⁄ là quay đều quanh trục cố định của 24: 


đ¿(Äf) = =O Ễ tai HM, ở đây H là hình chiếu của Ä⁄ trên trục quay. 


 QUÁN TÂM 
Quán tâm Œ (hay là khối tâm, trọng tâm) của một hệ chất .Z được định nghĩa là: 
mÓG = 5m; OAf¡ hay », 1 GI; = 0. 
ỉ ỉ 


mu HỆ QUY CHIẾU TRỌNG TÂM 


So với hệ quy chiếu nghiên cứu Z# trong đó ta nghiên cúu chuyển động của 4, hệ quy chiếu 
trọng tâm Z⁄*, gắn với Œ, có chuyển động tịnh tiến. Tất cả các vectơ gắn với 2* là không 
đổi trong #. 


 TOOCSƠ ĐỘNG VÀ ĐỘNG LỰC 


Một toocsơ Z7 được xác định tại một điểm O bởi hai phần tử rút gọn: tổng # và momen .#o 
Momen của toocsơ ở một điểm 4 khác được suy ra theo quan bệ đặc trưng: 
.#“A =AOA R+.Q. 


dị 


Toocsơ động Z- của hệ ⁄ trong hệ quy chiếu Z được xác định bởi: 
‹ tổng động lượng : P= mö(G); 


s momen động lượng ở Ó: Lạ = Y OMi; ^ mị ñ;. 


t 
Toocsơ động lực 2 của hệ trong hệ quy chiếu Z, được xác định bởi: 
+ tổng động lực: S = mã(G); 


s momen động lực ở 0: Do =  OM; A m; ä;. 
` Ẻ 


m CÁC HỆ THỨC 
_n «.úP 
s Giữa tổng động lượng và tổng động lực: Š cử TW 


s Giữa momen động lượng và momen động lực: 


- nếu điểm Ø là cố định trong Z: ạ = = ; 
- ở quán tâm G: Dẹ =—g P 


- nếu điểm A là di động trong 2: Dạ = = +Ø(A) A mö(G). 


ĐỘNG NĂNG 


* Động năng của hệ ⁄ trong hệ quy chiếu được xác định bởi: 


1 
ấy =3 2m tỷ ` 
ỉ 


8 CÁC ĐỊNH LÝ KŒNIG 


Các định lý KŒœNIG cho phép phân tích momen động lượng, hoặc momen động lực, hoặc 
động năng của Z trong Z thành tổng của: 


- momen động lượng, hoặc momen động lực hoặc động năng của chất điểm giả định ở G có 
khối lượng bằng tổng cộng khối lượng của hệ, trong Z2; 


- momen động lượng hoặc momen động lực hoặc động năng của hệ .⁄ trong hệ quy chiếu 
trọng tâm *; 


— => _—* 
s Đối với momen động lượng: Lọ = ÓG A mø(G)+ Lc. 
s Đối với momen động lực: Dọ =0GAmä(G)+ Đ › 


s Đối với động năng: „ = 2 „u(@* +ốy. 
K 2 K 


Đài tập 


Ập DUN6 TRUC TIẾP GIÁO TRÌNH 


1 Vòng quay l 
+ 
Một vòng trôn thuần chất 


có tâm Ø khối lượng ¡m C4 
bán kính a quay với tốc độ 


¿o không đổi quanh trục cố —⁄ 
định của nó. 


Tính momen động lượng của vòng tròn ở Ở, momen 
động lực ở Ở và động năng của vòng tròn đó. 


€) ` các phần tử động học của con lắc 


Xét một con lắc treo ở 
điểm Ở cố định gồm thanh 
ÓOA_ khối không 
đáng kể và chiều dài là #, 
người ta hàn vào thanh 
một dây thuần nhất khối 
lượng có dạng là một nửa vòng tròn mà thanh ÔA 
là bán kính. Vị trí của con lắc được xác định theo góc 
œ giữa thanh ÓA và đường thẳng đứng hướng xuống. 


lượng 


-_ Xác định tổng động lượng, momen động lượng ở Ó, 
momen động lực ở Ø và động năng của con lắc phụ 
thuộc vào ø và các đạo hàm của chúng. 


SỈ DUN6 VỐN KIẾN THỨC 


3 các phần tử động học của thùng treo 
ở “bánh xe to” 

Một bánh xe to ở chỗ chơi ngày lễ hội có bán kính & 

quay với tốc độ góc không đổi œ quay quanh trục 

nằm ngang của bánh xe. 


Ta xét một cái thùng treo (móc nối rất tốt ở A trên 
bánh xe) và hành khách (mà ta xem như hoàn toàn 
không động đậy trong thùng treo): tập hợp này (thùng 
treo + hành khách) có khôi lượng m, có quán tâm Ở 
nằm trên đường thẳng đứng qua điểm 4, cách A một 
khoảng b. 


Xác định momen động lượng ở Ở, momen động lực ở Ở 
và động năng của tập hợp (thùng trco + hành khách). 


(  x Các phần tử động học 
của một hệ nối khớp 

Bốn thanh Ó), ÓE, AC và Ó 

BC có khối lượng không 

đáng kể nối khớp với nhau 4 

tại các điểm Ở, A, 8 và C. D 

Điểm Ở là cố định. Măng 

sông € được xem như là 

một chất điểm khối lượng sị 

m trượt theo trục thẳng 

đứng (Ở:). 

Ở các mút !) và £ có hai khối điểm m giống nhau. Ta 

xác định vị trí của hệ bằng góc biến đổi ø. Xác định 

tổng động lượng, momen động lượng tại Ó và động 

năng của hệ phụ thuộc vào đạo hàm ở của góc ợ. 

Cho biết: OA = ÓB = AC = BC = AI = BE = b. 


 xCác phần tử động học của bốn khối điểm 


Một thanh AØ có khối lượng không đáng kể. chiều 
dài 4ø được treo ở điể¡nn giữa Ó cố định. 


Ở A và Ö có khớp nối với hai thanh giống nhau C} 

và EF, khối lượng không đáng kể, chiều dài 2z (A là 

điểm giữa của CD, 8 điểm giữa của E£F). Ở các đầu 

mút €, D, E và Ƒ có bốn khối điểm giống hệt nhau 0. 
F 


X 
Tỉnh momen động lượng ở Ở và động năng của hệ phụ 
thuộc vào các góc ø, ø, /Ø và đạo hàm của chúng. 


LỬI GIẢI 


4 Điểm M của vòng tròn được 
Xác định bởi các tọa độ cực 


OM =a ếr, [4 có: . M 
0(M) = aøôa. ¿ 


Từ đây ta suy r4: 
® Momen động lượng ở 0: 


TS ch N ".. 
họ= [ „2M ^2(Mdm= ma G,; 


s Momen động lực ở O: Đạ = _ =0; 
( 


`. ¬".. | 
* Động năng: éy = Tnn \M)dm= 2a 6Ÿ 
< Một điểm M của nửa vòng 
tròn được xác định bởi góc: 
@=øœ+ Ø tới j = không đổi 
(xem sơ đồ bên cạnh), từ đấy: 
OM =Rẻ, và ÿ(M)= Rửẽ„ 


Từ đây ta suy ra: 
. 2 
P= |0(M)lm=—mRởê;; + 

7 
B 


C 
Tạ= |OMAø(Mylm= mRẽ;; 
B 


dEo D225v 1y vế l 2.2 
Do=——=mR“äe,, #v =—mKRˆd”. 
dí Bộ UY SD 


3 Hệ (thùng treo+hành khách) là cố định trong hệ quy chiếu trọng 

tâm (thùng treo luôn luôn thẳng đứng và không quay quanh G) 

Các định lý KŒNIG cho t4: 

To =06A mø(G); Dọ =06^A má(G); 
l 


ấy =— mu(G)ˆ. 
cK 2 { ) 


Tà hãy xác định 0(Œ) và. ä(Œ) 
Biết rằn: OG=OA+AG và AG là một veciơ không đổi, theo sơ 
đỒ ta có .hỂ suy ra: 

0(G)= 0(A) = R@&g và ä(G)= ä(A)=—Re@“ễ,, 


Quản = " ¬ 1 
từ đó: họ =InR oễy, Do=0 và ấy =a ma”. 


Chú ý: 


Ta cũng có thể tính Dọ theo Ủy = _a (0 là cố định) và tìm được 


Đạ=0 


4 « Tổng động lượng 
P= mũv(D)+ mö(E)+ mö(C)= 3m0(G) 

vậy P= —6mbsinpøje, . 
s Momen động lượng: 

Lọ =O0DA mö(D)+OE^ mö(E)+OCA mø(C) 
Số hạng cuối rõ ràng là bằng không, những số hạng đầu là bằng nhau 
và bằng 4mb” Đề, từ đó: Lọ =8mb ;ẽ, . 
s Động năng 
#= 1 mu(Dỷ + À mu(E)2 + + mu(C)? , VỚI 

2 2 2 

v(ĐỶ” =v(E)ˆ° =(2b@)” và (C)ˆ =(2bsinpò)ˆ 

Vậy : ếy = 2mbˆø°(2 +sin" ọ). 


5 « Phương pháp 1: tính trực tiếp 


a(2c0šØ + cosZ) ã(2cos@—cosở) 
ÓC a(2sin@+ sinz) OD a(2sinø—sinz) 
0 0 


a(—2cosø + cos Ø) ã(~2cos@— cœs Ø) 
ØE | a(—2sin @+sin/Ø) ÓC | a(—2sin @—sn Ø8) 
0 0 


Sau khi tính các thành phần của tốc độ của bốn khối lượng, ta có thể 
Suy r4: 


s Momen động lượng ở Ó: 
Tạ =OCA mö(C)+ODA mỏ(D)+OE A mö(E)+OF A mö(F) 
=2maˆ(8© + ở + Ö)ẽ,; 
* Động năng: 
ấy = mã (8Ð? +? + ð?). 
s Phương pháp 2: dùng các định lý KŒNIG: 
s Momen động lượng ở O: 


Lọ =(OAA2mŸ(A)+2ma“đẽ,)+ (OB ^2mø(B) + 2 má” Ủề, ) 
“——————————— "——————--————-~ 
Thanh CD Thanh EF 


vậy Lọ=2ma (8+ + Ô)ề, . 
* Động năng: 


% =(søm40+semiaP Ìs| sems20+s@nnv2/?] 


vậy š„ =ma*(§ÿ”+ở” + 8”). 


HUYỂN ĐÔNG 
ÚA MỘT 
VÂT RĂN 


Mớ đầu 

Vật rắn rất quan trọng đối với cơ học vì nhiều "hệ 

chất" thường là kết hợp của nhiều vật rắn. Sau khi 
đã thấy ở chương ï các tính chất có giá trị đối với 

mọi hệ chất, chúng ta nghiên cứu ở đây một số tính 
chất đặc biệt ở các hệ vật rắn. 


Nhưng xét cho cùng thì ở cơ học cái gì gọi là 
vật rắn ? 


M Tổng động lượng và momen động lượng 
của một vật rắn. 


ắ Tổng động lực và mômen động lực của 
một vật rắn. 


M Động năng của một vật rắn. 


§ Mômen.quán tính. 


TIỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 
M Hợp thành các vận tốc và gia tếc khi 
thay đổi hệ quy chiếu. 

M Khái niệm về toocsơ. 


Các định lý KŒNIG. 


' Vật rắn ở cơ học 


1.1. Định nghĩa vật răn 

Mỗi một chúng ta có một ý chính xác nhiều hoặc ít về khái niệm vật rắn : 
ví như trực giác làm cho ta nghĩ rằng cái xà bằng kim loại là một vật rắn 
còn tờ giấy là không phải. 

Ở cơ học, ta gọi vật rắn là vật không biến dạng : khoảng cách giữa 
hai điểm nào đó của một vật rắn luôn giữ không đổi theo thởi gian. 
Khái niệm vật không biến dạng là một chuẩn mực. 

* Như vậy, đối với chúng ta xà kim loại có vẻ như là không biến dạng, 
nhưng khi bị tác dụng một lực lớn, xà có thể bị biến dạng (/.1) : theo ý 
như vừa trình bày ở trên, xà không phải là vật rắn. 

® Một tờ giấy có thể trượt trên mặt bàn (/.2) mà không biến dạng : trong 
điều kiện này ta có thể xem tờ giấy là một vật rắn khi chuyển động. 

Do đó, cùng một hệ chất trong những điều kiện này có thể xem như vật 
rắn, trong một số điều kiện khác lại phải xem là vật biến đạng. 


1.2. Hệ quy chiều găn liên với vật răn 

Khi chúng ta nghĩ đến một vật rắn, trước hết chúng ta hình dung một chất 
liệu rắn. Thí dụ xét một vòng tròn 4 lăn trên đất (3) : chất liệu nằm trên 
vòng tròn bán kính ® và tâm là €. 

Khi mà không có chất liệu ở € thì tâm C có phải là một bộ phận của vòng 
tròn rắn hay không ? Câu trả lời là phải, vì rõ ràng là khi vòng tròn tiến 
lên. điểm € tiến lên cùng với vòng tròn ! 

Thực tế ta có thể gắn với vòng tròn ⁄⁄'(và nói chung với tất cả chất rắn) một 
không gian điểm (không có chất) liên kết chặt chẽ với vòng tròn, dịch 
chuyển cùng với vòng tròn, hay tổng quát hơn, một hệ quy chiếu ‹⁄2z gắn 
với vòng tròn : hệ quy chiếu này tạo nên một vật rắn (không có vật chất) và 
ta có thể gắn cho hệ quy chiếu này một hệ tọa độ (C : ¿v, St y6; /Ó, 
Đặc trưng chuyển động của vật rắn 4 trong hệ quy chiếu nghiên cứu 2? 
tương đương với đặc trưng chuyển động của hệ quy chiếu -⁄2⁄ đối với hệ 
quy chiếu Z£ (h.4).. 


..# 2 Z. .^ ^ s4 
1.3. Lợi ích của khái niệm vật rắn 
Để nghiên cứu chuyển động của một hệ chất nào đấy, ta phải đặc trưng 
chuyển động của từng điểm của hệ, điều này khiến ta phải đụng chạm đến 
một số rất nhiều thông số (mỗi điểm ba thông số) và dẫn đến những phép 
tính rắc rối khó gỡ (h5). 
Nếu hệ ⁄⁄' được xem như vật rắn, số thông số phải tính đến trở nên hoàn 
toàn vừa phải : nhiều nhất 6 thông số là đủ để xác định chuyển động của 
vật rắn .⁄ hoặc của hệ quy chiếu .Z‡„ gắn với ,⁄: 
* ba thông số để xác định điểm gốc Ø¿ của .⁄%⁄ trong ⁄. 
* ba thông số (góc) để xác định định hướng của một trong những vectơ 
đơn vị của 2 trong .#. 


H.1. Con voi trên cái xà. 


tờ giấy 


H.3. Vòng tròn trên mặt đất. 


H.4. Vòng tròn và hệ quy chiếu -2È„ 


Chuyến động trong .Z. 


x 


H.5. Chuyến động của 7 trong Z?. 


Rất thường xảy ra là chuyển động vật rắn có những ràng buộc hay những 
liên kết và số thông số xác định chuyển động của vật rắn là nhỏ hơn sáu. 
Ví như chúng ta trở lại thí dụ về vòng tròn (.6) và nếu giả thiết rằng 
vòng tròn dịch chuyển trong mặt thẳng đứng và luôn luôn tiếp xúc với 
mặt đất nằm ngang, hai thông số là đủ để xác định chuyển động của nó 
trong hệ quy chiếu nghiên cứu Z? (Ó; „, ổy,ế„) : 

® tọa độ x của tâm C của nó (các tọa độ khác đều không đổi) ; 

° một thông số góc Ø đặc trưng cho sự quay của vòng tròn (hay sự quay 
của hệ quy chiếu Z#z (C; ể¿z, đy„z, đzz) gắn với vòng tròn. 


2 Trường vận tốc 


2.1. Hệ thức đặc trưng 

Vật rắn dịch chuyển trong hệ quy chiếu Z. Xét hệ tọa độ Z?; gắn với 
/Z, có gốc là P (điểm gắn chặt với .⁄) (hình 7). 

Ta hãy viết biểu thức của vận tốc ø(M),„„ trong Z? của một điểm A⁄ nào 
đấy, gắn chặt với ⁄, tức là cố định trong Z?z. Muốn vậy ta dùng định luật 
hợp thành của vận tốc : 

Ø(M),£ = 0,(M) + 0(M),„„ = 0,(M) = 0(P),; + 2g,,£ A PM . 
'Vectơ quay kéo theo Lo / của đ#; đối với Z cũng là vectơ quay (tức 
thời) của vật rắn trong Z? và từ đây, ta viết gọn hơn : (2= €2 /#. 
Cũng vậy, ta kí hiệu Ø(M) =Ø(M),„¿ là vận tốc của một điểm M của vật 
rắn trong Z?. 

Như vậy, ta có được một hệ thức quan trọng giữa các vận tốc của hai điểm 
tùy ý P và M của vật rắn tại một thời điểm cho trước : 

ø(M) = 0(P) + 2A PM 
Ta cũng nhận thấy rằng vận tốc của các điểm của một vật rắn nghiệm 
đúng định luật đặc trưng của các momen một toocsơ, điều này cho phép 
chúng ta định nghĩa toocsơ vận tốc, hay là toocsơ động học của một vật 
rắn, là toocsơ mà : 
s tổng hợp vectơ là vectơ quay £2 của trong đề. 
® momen ở P là vận tốc Z(P) của điểm P của trong Z?. 
Như vậy nếu chúng ta biết vận tốc ø(P) của một điểm P của vật rắn và 
vectơ quay 42, ta có thể suy ra vận tốc ø(M) của tất cả các điểm của vật 
rắn. Ta không quên rằng vectơ quay 2 là một hàm vectơ của thời gian. 


2.2. Các thí dụ về chuyển động đơn giản 
2.2.1. Vật rắn tịnh tiến 


Vật rắn có chuyển động tịnh tiến trong hệ quy chiếu 2? nếu ‹2=0 (0.8). 
Lúc đó tất cả các điểm của vật rắn có cùng vận tốc tại cùng một thời điểm 
t cho trước : ø(P)=ø(M)=ø() và do đó, các điểm có cùng gia tốc : 


a(P) = a(M) = báo =đ€). 
đi 


yỏ 
O % 


H.6. Thông số hóa chuyển động của 
vòng tròn. 


H.7. Chuyến động của vật rắn Z7 
trong Z. 


H.8. Cái búa chuyển động tịnh tiến. 


2.2.2. Vật rắn quay quanh trục cố định trong 

Giả sử (Óz) là trục cố định của .Z. Trong những điều kiện trên, gọi đlà 
góc mà vật rắn quay (hay là hệ tọa độ gắn với vật rắn quay) ta có (h.9) 
@ =0(),. 

Mỗi điểm 4 của vật rắn vẽ nên một vòng tròn trục là (2z). Dùng các tọa 
độ của điểm 4 trong .: OMƒ = rẻ, + zể. (r và z không đổi và không phụ 
thuộc thời gian) tá có : 


u <| HE) = =rÖ“¿„ + rÖäg 
đ /.Z 


Cũng nên chú ý rằng những điểm của vật rắn nằm trên trục quay có vận 
tốc bằng không : chúng không chuyển động trong ⁄. 


2.3. Vật rắn quay quanh trục có hướng cố định 
trong # 


2.3.1. Thí dụ thứ nhất : chuyển động của biên (thanh truyền) 
Hệ thống biên - maniven (h.!0) cho phép biến đổi chuyển động quay 
quanh trục cố định (chuyển động quay của bánh xe) thành chuyển động 
- tịnh tiến (chuyển động của phông). Ta xem chuyển động của biên ÁØ là 
chuyển động của một thanh có quán tâm Œ. Để nghiên cứu chuyển động 
biên ta có thể đưa vào hệ quy chiếu trọng tâm ⁄*(G: ếy, đy, Œ-), 

Trong hệ quy chiếu này, biên quay quanh trục (ỞỚz) cố định và đốt với 
một điểm /⁄/ tùy ý của biên. ta có : 

0(M)*= ö(G)*+@*A GM =2*A GM 
ở đây 2*= Ô¿, là vectơ quay của biên trong .⁄*. 
Dùng cách hợp thành các vận tốc, trong .⁄ ta có : 
ÿ(M) = Ủ(M) +Ú(M)*=(G)+ Q*AGM.— 
Vậy trong .# ta có thể viết trực tiếp hệ thức giữa vận tốc các điểm &⁄ và G 
của biên : 
0(M) +ñ(G) + A ƠM. 

và ta nghiệm được rằng : (2= Ở*= Ồẻ. : 

Hệ thức cuối này không có gì là lạ, vì vị trí của một điểm &⁄ của biên 
được xác định bởi cùng một góc đtrong hai hệ quy chiếu . hay .Z*, tịnh 
tiến đối với nhau : 

Ta dễ đàng tổng quát hóa kết quả vừa tìm trên. Vectơ quay của vật rắn .⁄ là 
giống nhau trong hệ quy chiếu nghiên cứu cũng như trong hệ quy chiếu trọng 
tâm tương ứng, nói chung là trong mọi hệ quy chiếu tịnh tiến đối với .Z. 
Nghiên cứu chuyển động của biên trong 2 có thể phân tách thành : 
* nghiên cứu chuyển động của G trong # điểu này thể hiện /¡h /iến 
toàn bộ của biên. 

* nghiên cứu chuyển động của biên trong Z* điều này tương ứng với 
chuyển động quay quanh trục cố định đi qua Ớ. 


H.9. Vật rắn quay quanh trục (O0). 


maniven 


xy lanh 


piông” 


H.I10. 7rong ., maniven ÓÁ quay 
càng bánh xe quanh trực (Ó3) và 
phông trượt trong xylanh. Trong *, 
biên quay quanh trục cố định (Œ3) đi 
qua Ở. 


Chủ ý : 

Trong trường hợp một chuyến động bất kì của vật rắn, sự phân tích trên 
luôn luôn vẫn còn có giá trị, nhưng chuyến động của vật rắn rrong -Z* là 
chuyến động quay quanh trục đi qua Ở mà phương của nó biến thiên theo 
thời gian. 


⁄°h dụng “Í 


Chuyển động của một thanh. 1) Trong tam giác vuông ÓAð, trung tuyến ÓỚ 
Một thanh AB đồng nhất chiều dài 2b và quán — có chiều dài b, từ đó : 
tâm là Œ. điểm giữa của AB. Thanh tựa trên mặt 
đất nằm ngang và gối trên búc tường thẳng 
đứng (h.LT). Vị trí của thanh được xác định theo 
góc œ =(ÔÖN, ÓG), góc này thay đối khi thanh 
Irượi ở A và B. 2) Vectơ quay của thanh là theo hướng ế, ; ta 


bcosœ Ì ~ bđsinø 
ÓG | bsinơ ; 0(Œ) | bởcosơ 
0 0 


L) Xác định trực tiếp các thành phần của vận tốc — đặt 2= 422.. 

U{Œ) của điểm GŒ phụ thuộc theo œ và dạo hàm — Ta cũng có thể viết biểu thức của ø(GŒ) như sau : 

của ứ. x : . 
ø0(G}=0(A)+2A AỚ. 


2) Tìm vecfØ quay Ø của thanh. Nợ _ : 
Biết rằng ÓA = 2bcosứéy, ta có : 


Chú ý : Nên rất chú ý vào đấu của các biếu thức 
khi tính toán. 0(A) =~2bởsin đẻ, . 
Từ đây ta suy ra : 
— b(€2 +2ở)}sinø 
0(GŒ}| — b(2cosœ 
0 


và cho-hai biểu thức của ø(Œ) bằng nhau ta có : 


H.11. Chuyến động của mội thanh. 42=-#c.. 


2.3.2. Thí dụ thứ hai : chuyển động của bánh xe 


Xét một bánh xe xem như là một đĩa có bán kính ?b và có tâm € dịch 
chuyển trên mặt đất nằm ngang cố định trong .Z, tất cả luôn luôn nằm 
trong mặt thẳng đứng (0. 12). 

Gọi 7 là điểm tiếp xúc của bánh xe với mặt đất ở thời điểm ¡ (h.L2a). 
Thực tế ta có thể phân biệt ba điểm ở chỗ tiếp xúc : 

* điểm 7y của đất là điểm cố định trong # ; 

* điểm /„ của bánh xc, khi bánh xe quay thì ở thời điểm sau đấy, điểm 
này không tiếp xúc với đất nữa. 


* điểm hình học / xác định chỗ tiếp xúc. 


Ba điểm này tự thân tồn tại và ta vẽ ở hình 12b vị trí của những điểm này 
vào thời điểm í“>r: ở thời điểm ? đấy là hai điểm khác 7z của bánh xe,  H.12a.Ởthời điểm: 
Ởẹ của đất và chúng tiếp xúc với điểm hình học 7 là điểm tiếp xúc. Jq)= Ts) = nữ). 


TU 


Ở thời điểm ¡, ba điểm 7c, 7„ và 7 có những vận tốc khác nhau trong .Z. 
» vận tốc điểm 7c của đất rõ ràng là bằng không. 
* vận tốc điểm hình học 7 bằng vận tốc của tâm € vì € và 7 luôn luôn trên 
cùng đường thẳng đứng ; 
» vận tốc của điểm 7g của bánh xe thỏa mãn : 

0(g) =ö(C)+ ÔA CÏ 
Ø là vectơ quay của bánh xe trong ⁄. 
Vận tốc 7(Ig) có tên là vận rốc rrượt của bánh xe trên mặt đất (ở đây 
đừng quên đất là cố định) : 2g) = Ủy. 
Vận tốc trượt ö,, vuông góc với /C là tiếp tuyến với mặt đất. 
Bánh xe lăn không trượt trên mặt đất khi bu =U(Tpg) = 0. 
Điểm /ạ của bánh xe tiếp xúc với mặt đất khi đó có vận tốc bằng không 
ở thời điểm tiếp xúc. 
Trong những điều kiện này mọi việc xảy ra như là giữa hai thời điểm gần 
nhau / và / + d/ bánh xe quay quanh một trục đi qua 7 và đồng tuyến với 
42 trục này được gọi là rrục quay túc thời của bánh xe (ñ. 13). 
Trong khi bánh xe chuyển động, trục này dịch chuyển với điểm hình học 
tiếp xúc 7 và luôn luôn song song với 42 (nghĩa là song song với ()). 
Trong những điều kiện làm việc bình thường (khi không nhảy cóc) các 
bánh xe của ôtô rõ ràng nghiệm đúng tính chất này. Như ở §2.3.1. dầu 
cho bánh xe có trượt hay là không, chuyển động của bánh xe có thể phân 
tích ra thành chuyển động tịnh tiến của quán tâm € (ÓC = xé, + bẻ) và 
chuyển động quay quanh trục (C; £.) với vận tốc (2 =Ø¿. (Økí hiệu góc 
giữa trục (Cx) và một bán kính ØM gắn liền với đĩa (h. l2a). 
Tốc độ trượt của bánh xe trên đất lúc đó bằng : 

0, =0(1g) = Äế, + Ôế, A CŨ = (4 + bổ), , 

và khi bánh xe không trượt trên mặt đất, Ø và š liên hệ với nhau bởi 
x+bØ =0. 
Khi tích phân hệ thức cuối này, chúng ta nhận xét rằng các chiều dài 
le7c =lAxl trên mặt đất và /gJg =bl.4Ø1 trên chu vi bánh xe là bằng 
nhau khi bánh xe không trượt (h. I2b). 
Ta sẽ trở lại tất cả các khái niệm này ở chương 5. 


⁄tp dụng 2 


Chuyển động của bánh xe 
trên một giá hình trụ 
Bánh xe tâm C bán kính b lăn không trượt trên 
một giá hình trụ tâm Q bán kính a, cố định trong 
#, luôn ở trong mặt thẳng đứng (h. 14). 


Xác định vectơ quay 2 của bánh xe phụ thuộc 


H.14. Bánh xe trên giá hình trụ. Ì# 


F2 l=ls=dg 1s x 


H.12b. Ở thời điểm t' >t: 
1Œ')=JyŒ)= Jgữ) 


Tứ) # Tứ). 


Z lị * 


H.13. 7rục quay tức thời của bánh xe. 


Dùng cơ sở để chiếu là (ä. ¿„ ế,) quay cùng với - với 2=, và ø(Ig)=0 vì đây chỉ có lần không 


điểm C: OC= (a+ b)£„, từ đó lấy đạo hàm : trượt, từ đó : 
0(C) =(a+b)@ö„,. 
nhưng ta cũng có thể biểu diễn ø (C) bởi : 


0(C)=(p)+@ATC, 


2.4. Chuyển động của vật rắn trong trường hợp 
tổng quát 

Giả thiết rằng ta không nghiên cứu chuyển động của vật rắn một cách tổng 
quát nhất mà chỉ đưa ra một vài chỉ dẫn rất tóm tắt khi lấy lại thí dụ về bánh 
xe trên mặt đất nằm ngang và đặc biệt hơn, thí dụ về bánh trước xe đạp. 
Ta đã thấy rằng bánh xe ln (có thể bị trượt nhưng không nhảy cóc !) và 
chuyển động này được xác định khi sử dụng các hệ thức §2.3, với vectơ 
quay của sự lăn 9y =6, : 

Nếu người đi xe đạp muốn thay đổi hướng thì quay ghi đông xe đạp và 
lúc đó cho thêm lên bánh xe một chuyển động quay thứ hai quanh trục 
(Óy) vuông góc mặt đất và xác định bởi vectơ y = @, : người ta nói 
rằng bánh xe xoay quanh trục (Óy) (h. 15). l 

Chú ý rằng khi xoay bánh xe, vectơ quay của sự lăn 3; thay đổi phương 
và nó cũng "xoay” (h. 15). 

Nếu khi thay đổi phương, người đi xe đạp nghiêng xe đạp để đảm bảo ổn 
định, ta có thể thêm vào đó chuyển động thứ ba là quay một góc quanh 
trục nằm ngang nằm trong mặt bánh xe (ñ. 16). 

Như vậy cần ba góc để xác định chuyển động quay tổng quát hơn của bánh 
xe (vectơ quay tổng cộng ‹2 của bánh xe là tổng hợp ba chuyển động quay 
nói trên) và khi đó frục quay tức thời có phương hướng thay đổi từng lúc. 
Những kết quả này vẫn còn đúng đối với chuyển động tổng quát nhất của 
vật rắn, điều mà ta đã nói từ đầu chương. 


3 Các yếu tố động học : Các hệ thức 
tiêu biểu đối với một vật rắn 


3.1. Sự quay của một vật rắn quanh một trục cố định 
Xét một vật rắn .⁄ quay quanh một trục 44 gắn liền với vật rấn và cố định 
trong hệ quy chiếu nghiên cứu .# (O; x, y, z). Thường xảy ra là hệ quy 
chiếu nghiên cứu sẽ là hệ quy chiếu trọng râm .#* (G; x, y, z), vì rằng 
khối tâm Ở gắn liên với vật rắn và cố định trong .2*. Ta chọn trục (Óz) 
(hay (Ớz) trong *) trùng với trục quay 4A. 

Trong chương này, ta giả thiết rằng vật rắn .⁄'có cấu tạo vật chất phân bố đều 
trong thể tích (điều này phù hợp với trường hợp thông dụng nhất) và kí hiệu : 


== | |” 


0(C) = +bÖ¿„ (chú ý các dấu !) 


Cân bằng hai biểu thức của Ø(C) ta suy ra : 


bánh xe 


H.15. Bánh xe nhìn từ trên xuống. 


bánh xe 


H.16. Nhìn từ đằng sau bánh xe. 


- Tuy nhiên, tất cả các kết quả mà ta tìm được sẽ còn có giá trị đối với bất r 
cứ cách phân bố khối lượng nào trong vật rắn (phân bố không liên tục, 
phân bố liên tục trên bề mặt hay trên một đường) 


3.1.1. Momen động lượng tại một điểm của trục 

Thí dụ vật rắn 4 là một cánh cửa như ở hình 17, hệ quy chiếu 
2ÿ, (Ơ: x., v.. z¿) gắn với vật rắn, quay với vận tốc góc (2=.Ø. =Öẻ, 
trong hệ quy chiếu .Z. 


Ta viết biểu thức của momen động lượng LA của vật rắn này tại một 
điểm A cố định của trục (Óz) (A cũng là một điểm cố định trong hệ quy 
chiếu gắn liền vật rắn) trong .Z? : 


T = lÏ AM A0(M)dm 
L/ 


với ñ(M) = ñ(A)+ ØA AM = @Ø¿, A AM 


đ= 6z 


H.17. Cánh cửa quay quanh bán lễ. 


LẠ =2 JÏ (AM” C„— (AM § ẻ.)AM)dm. 
lự 


Ta đưa vào điểm H là hình chiếu của M trên trục quay : 
AM = AH + HH = (AM .¿,)ẽ, + HN 


Vậy ta được : LA =@ IÏÌ HM ”dm —- @ lÍ (AM : ¿„)HIM dị, 
` lZã lđự2 


vì HM” =AMẺ— AH?. 
Như vậy ta phân biệt trong biểu thức của LA hai số hạng : 


* một số hạng đồng tuyến với vectơ quay, đó là 4 = 2 lÍÏ HM” dmm ; 
J⁄ 


* một số hạng vuông góc với vectơ quay : 


LAI ==Q llÏ (AM .é,)HM dm 
lự 


Việc nghiên cứu các thành phần /;„ và L„;¡ là đối tượng nghiên cứu 
của hai chương tiếp theo. 


3.12. Momen động lượng đối với trụé \ - Momen quán tính 
Thành phần L„ trên trục quay LA của momen động lượng Á được 
gọi là momen động lượng của vật rắn đối với trục A. 
LẠ = LA.6; = LAj .ẻ„ = €2 JÍÏ HM” dm., 
L 


Theo định nghĩa, Z„ không phụ thuộc vào vị trí của điểm A trên trục 4. 
Khoảng cách HM = r của điểm M đến trục quay A rõ ràng là không 
đổi khi vật rắn quay và người ta cũng định nghĩa momen quán tính 
ỞA của vật rắn đối với trục quay A (hình 18) : 


n= [[Ÿ am, 
⁄ 


đó là một đặc trưng của vật rắn (bất biến theo thời gian), chỉ phụ 
thuộc vào cách phân bố khối lượng trong vật rắn. 


H.18. ÁMfomen quán tính một vật rắn 
đối với trục 4. 
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Bảng dưới đây (ñ. 19) cho biết momen quán tính của một số vật rắn thông 


dụng có khối lượng phân bố đều trong vật rắn. 
xi và c= c 


Các kết quả này có được đơn giản bằng cách tích phân # ¡ = lÍÍ 


Ví như đối với một thanh ở thí dụ thứ nhất : 


H„ 


Jạ =—— 
5 2b 


Ta chú ý rằng, do định nghĩa, momen quán tính luôn luôn dương, 


` 
=—mb~ 


3 
rrdm. 


| momen quán tính của thanh thẳng 
tiết diện không đáng kể chiều dài 
2b khối lượng ? đối với đường 
¡ [rung trực 


A 


¡ momen quán tính của vòng tròn 
tiết diện không đáng kể, bán kính 
# khối lượng m, đối với trục của 
nó 


' 
vị =mÁR~ ` 

Ta có thể nghiệm lại lập tức kết 

quả này từ định nghĩa của #¿ 


| momen quán tính của một cái đĩa 
hoặc hình trụ đặc bán kính Ñ khối 
lượng đối với trục của nó 


møomen quán tính của hình cầu 
rông bán kính # khối lượng ø:, đối 
| với đường kính của nó 


momen quán tính của một quả 


¡ với đường kính của nó 


cầu Ì 
đặc. bán kính # khối lượng m, đối 


đạ= - mÑ? 

vị= ^ mR? 
2 

/A =<mÑ” 
T7 


=4 


Chủ ý : 


* Đôi khi người ta dùng bán kính con quay rụ của một vật rắn đối với 


ˆ xi 5 
trục A, vác định bởi Jị = HH1. 


® Theo dịnh nghĩa momen quán tính có tính chất kết hợp : momen quán 
tít đối với một trục A của một vật rắn cấu tạo gồm hai phần bằng tổng 
momien quán tính của từng phần của 22. 


® Với những lập luận đơn gián (thường dàng tính đối xứng của vật rắn) có 
thế xác dịnh các motnen quán tính chưa biết dựa vào HỘI Số HOMeN quán 


tính đa biết. 


*® Ấp dụng 3 vẽ làm sáng tỏ hai nhộn xót cuối cùng. 
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H.19. Äf@en quán tính của mỘt số 
vát rắn đơn gián. 


Zfp dụng 2 


Tính một số momen quán tính 


Tính momen quán tính của những vật rắn dưới 
đây. Chúng có khối lượng m phản bố đều trong 
cả vật rắn. 

a) Một tấm vuông cạnh là b bề dày không đáng 
kế. Tính momen quán tính với đường trung tuyến 
(qua giữa hình vuông). 

b) Một đĩa bán kính R. Tính momen quán tính 
đối với đường kính ; 

©) Một nứa hình cầu bán kính R. Tính momen 
quán tính đối với đường kính nằm trong mặt của 


d7, =+s0 êm (chú ý ! thanh có độ dài b chứ 


không phải là 2b !), lấy tổng, ta có : 
1 2 
vJìạ=——b“dm 
£ˆ J2 
b) Tổng momen quán tính đối với hai đường 
kính 4 và 4 vuông góc với nhau cho momen 


quán tính của đĩa đối với trục của đĩa (h.2]) : 
HịM2 + HạM” = MG”, từ đó : 


1 1 „2 
⁄ đường kính = J4) = J4; =2ưạ PT : 


c©) Momen quán tính của bán cầu (.22) đối với 


vòng tròn giới hạn bán cẩu. đường kính 4 là bằng một nửa của momen quán 


a) Tấm vuông có thể được xem như do nhiều tính của cả hình cầu có khối lượng là 2m : 
thanh song song xếp khít nhau (20) khối 


lượng dm và momen quán tính đối với 4 là 


J=2| ^(2m)R2 |= 2 mR2. 
25 5 


H.22. Momen quán tính của một 
bán cầu. 


H.20. Momen quán tính của một  H.2l. Momen quán tính của một 
tấm. đĩa. 


3.1.3. Momen động lượng của vật rắn tại một điểm của trục 

Ta hãy làm phép phân tích này đối với một thí dụ đơn giản đó là thanh Óð, 
đông nhất, khối lượng z chiều dài b, nghiêng một góc œ không đổi đối với 
trục 4 trùng với trục (Óz) của hệ quy chiếu nghiên cứu Z? (Ó ; x, y, z) ; thanh 
này quay với vận tốc (2 = f2, =Ø¿, quanh 4 (/.23). Các trục của hệ quy 
chiếu đ#; (Ó; xø, yø, z) gắn với thanh được chọn sao cho thanh nằm trong 
mặt (Óxzz2). 

Kí hiệu w là khoảng cách của một điểm M nào đấy với thanh ở mút của Ø 
và xác định momen động lượng của thanh ở Ó ; ta có : 


Loy = LAŠ; = JA2#, = JA 2 


b 
sả =: 1 = 
=@g Ỉ HM ?dm = @ˆ“sìn? ø | wdụ = qmb' sin? z@2 
S ỗ 0 : H.23. Một thanh quay quanh (O2). 


3 › 
Loi =—42 (OM .2.)HM đu = uy 427-c0sđsing | „^ˆdu 
⁄ : 


lệ» L 
`. mb cos đ sin # 22 


Người ta gọi tích quán tính J,„. của thanh OB, lượng : 


Ị : 
Jy/-= .nbÌ cos đ sinØ, 


Momen động lượng ở Ó của thanh được viết ra là : 


SẼ S> K = R H.24. Chuyến động IHẾ sdi của /moInen 
ko = Lo +hoL =JA42—J + - (2v động lượng quanh trực (Ở?). 


Ta nhận thấy rằng vectơ Zø nằm trong mặt chứa thanh và trục quay ; nó 
quay quanh trục (Óz) cùng vận tốc {2 của thanh (24). Góc đ giữa (Óz) và 
Lo không đổi trong quá trình chuyển động và được xác định bởi : 


đượ- 

tổ = Lọ. „J2 cotøø 
to đJA 

(hạ và ÓB trong trường hợp đặc biệt này vuông góc với nhau). 
Đôi khi người ta nói rằng „có chuyển động ruế sai quanh trục (Óz). 
Ta nhận xét thấy : 
*® khi =0, thanh là đồng tuyến với trục quay (Óz) và momen động lượng 
Lọ của thanh là bằng không ; 
*® khi ø =“S thanh vuông góc với trục quay (Óz) và Lox là bằng không 


và momen động lượng ø của thanh là đồng tuyến với vectơ quay Ø. 


⁄fụ dụng “† 


Trường hợp đặc biệt : momen động lượng Ta sử dụng các kí hiệu trước đây. Chứng minh 


và Na quay là đồng tuyến. Nước. 7 4220 lÍÍ (AM.zZ.)HMdm— bằng 
Một vật rắn 27 quay J„ 

quanh trục A động tuyến 
với (Óz), cố định trong 
hệ quy chiếu nghiên cứu 
Z#(O ; x, y, z) với vận tốc 
sóc là €2 


không là đủ. : 
a) Đối với tất cả điểm AM, có thể có tương ứng 
điểm A# đối xứng với Ä⁄ qua trục 4. Sự tham gia 
của hai điểm này trong biểu thức tích phân dưới 
đây là bằng không vì : 

HM =_HMP và ANHLö, = ANE.2.., 
Tiếp theo lấy tổng trên cả tập hợp vật rắn các 
cặp điểm (M, M). La có : 

LAI =Ú Và LA =J.(@=JA. 
Thí dụ : Đối với một rôto hình trụ, đồng nhất, có 
khối lượng m bán kính # quay quanh trục của nó 
a) A là một trục đối xứng của 4; , (h.26) momen động lượng là bằng : 
b) ⁄ là một vật rắn phẳng irong mặt vuông góc II =1 R2 
với Á đi qua A. 2 


Chứng - mình rằng 
momen động lượng LA 
của vật rắn 4 ở một 
điểm A cố định của A 


là đồng tuyến với (2 H.25. (Ó¿) là một trục 
mốt” đối xứng của vật rắn. 


b) Cho (Axzyz) là 
mặt vuông góc với Á 
(ở hình 27 . là một 
tấm chữ nhật). 

Đối với mọi điểm M 
của tấm, AM.z,=0 


và như vậy thì 
H.26. Momen động lượng của hình trụ đồng nhất là LA+ =0 


đông tuyến với (3. `? =JAĐ xà H.27. A vuông góc 


với tấm . tại A. 


Momen động lượng của vật rắn ⁄ đối với điểm cố định A trên trục quay 
cố định trong hệ quy chiếu nghiên cứu Z? là tổng của hai số hạng : 


LA =LAj + LAL 
LAjr =JAO là đồng tuyến với vectơ quay Ø. 


Momen quán tính ¿4 = lÏÏ, r?dm là đặc trưng của vật rắn. 


LAI vuông góc với Yec(ơ quay 4Ø và có thể bằng không trong một 
số trường hợp đặc biệt. Thí dụ L4¡ bằng không (xem áp dụng 4) : 

* khi trục quay trùng hợp với một trục đối xứng của vật rắn ⁄; 

* khi vật rắn là phẳng trong mặt vuông góc với trục quay ở A. 


3.1.4. Động năng 
Trong , động năng của. là ếy = lÏ -t2(M)dm , dùng những kí hiệu 
# 


trước đây thì: 


Ýy = HÌ No AAM).0(M)dm hay Ếy “| |[[2m.ranas La : 


Ta cũng nhận lại được biểu thức của momen động lượng LA của từ đó : 
ly ly _ 1 1 2 
ếy =— LA.Q =—(LA.£„)@ =—LA.Q@ =—J¿@ 
dê: Ð 20A6) = Add E da 


Động năng ếy chỉ phụ thuộc vào momen động lượng La của .⁄ đối với 
A (như vậy là phụ thuộc vào momen quán tính 7a) và không chịu ảnh 


hưởng của thành phần UA+ của momen động lượng. 


3.2. Sử dụng các định lí KœNIG 


3.2.1. Momen động lượng và động năng của vật rắn 


Để nghiên cứu chuyển động của vật rắn .Z trong hệ duy chiếu nghiên cứu 
Z(ÓO ; x, y, z2, chúng ta đưa vào hệ tọa độ trọng tâm *(G ; x, y, 2). 
Chúng ta giả thiết rằng vecfơ quay ` của vật rắn (trong ? hay là trong 
* sự quay của .Z là như nhau) luôn luôn bảo toàn phương hướng trong 
quá trình chuyển động, thí dụ phương hướng của trục (Óz). 


H.28. Chuyển động của vật rắn trong 
Z và *, 
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Trong ⁄*, Ớ là cố định và như vậy là. quay quanh trục (Gz) cố định. 

Do đó, vận dụng các định lí KŒNIG ta có được : 

Fạ=AM Amö(G)+L@, với lg =Lgu+Egi=Jg+TGụ 
ấ. -Í 2 ,ư* Jà "4Ó ly* => _1 2 

ấy =—m0U(G)“ +ếy, ấy =—kg.@ =—dJ„ @“. 

Làn (G)“ +ếy YẾU, “ÔN Sa KẾ 2JGœ 


Ởọ;„ kí hiệu momen quán tính của vật rắn đối với trục (7z) đi qua Ớ và 
đồng tuyến với 9. 


Trong các biểu thức của momen động lượng hay của động năng của vật 
rắn .⁄'trong hệ quy chiếu nghiên cứu :Z, ta chú ý có hai số hạng : 
* một số hạng liên quan đến chuyển động tịnh tiến toàn bộuật rắn Z: 


AM A m(G) hay 2m0) 


H.29. Định lý HUYGENS. 


* một số hạng khác liên quan đến chuyển ni quay của vật rắn? quanh 
quán tâm G, TONÿ hệ quy chiếu trọng tâm.Z* : 


T6= Jo,+G hay dự =1 1o,9? 


Chú ý rằng li bằng không nếu (0z) là một trục đối xứng của ‹⁄ hay 
nếu ⁄⁄ là phẳng trong mặt phẳng (Gxy). 


3.2.2. Trường hợp đặc biệt quay quanh một trục cố định : định 
lí HUYGENS 

Định lí HUYGENS cho phép liên hệ momen quán tính J4 của một vật rắn 

⁄' đối với một trục A và J4 của .Z đối với một trục Ác; song song với Á 

và đi qua quán tâm Ở. Ở đây ta xét cách chứng minh định lí này nhờ định 

lí KŒNIG liên quan đến động năng. 

Giả sử rằng vật rắn ⁄ quay quanh trục cố định A trùng với trục (Øz) ở hệ 

nghiên cứu .# với vận tốc 2 (h.29). 


Trong ;Z, ta có thể viết tí. = sJa? : 


Ngoài ra, trong ‹, quán tâm Œ vạch nên một vòng tròn bán kính 
a= HẹG (hình 29: Hạ là hình chiếu của Ở lên trục 4) với vận tốc góc 
và 0ˆ(G)=a*97. 

Trong .*, quay quanh trục cố định A trùng với trục (Gz) đồng tuyến 


với Á Và ta có : ếy =2Ja,92. 


Định lí KŒNIG liên quan đến động năng ấy =2me(GŸ + # trực tiếp 


dẫn đến định lí HUYGENS. 
Momen quán tính của vật rắn ⁄ đối với trục A bằng tổng : 
° của momen quán tính vật rắn đối với trục A của một chất điểm giả 
định nằm ở G và có khối lượng bằng khối lượng tổng cộng của vật rắn ; 
* của momen quán tính của vật rắn đối với trục Ác song song với ÁA 
và đi qua G : 

ỞA= ma? + ỬỨAGg. 


ZÂp dụng 5 


Định lí HUYGENS Nhưng nưˆ =(HHc + P M? 
Chứng minh định lí HUYGENS bằng cách dùng : - HHẬ + HọM2 +2HHg . HọM 
với HHẹ =a là khoảng cách giữa hai trục 44 và 
Ag và HHg.HọM = HHg.GM vì: 


a) Sử dụng các kí hiệu trước và kí hiệu A là HHog.HọG =Ö 
điểm cố định của trục 44 (.28), ta được : 


* Trong đ?: La =J „42. 


a) định lí KŒNIG đối với momen động lượng ; 


b) một cách chứng mình hình học. 


Để ý rằng vectơ HNG là độc lập với điểm M, từ 
đó lấy tổng cho cả vật rắn ⁄ ta suy ra: 
Nhưng theo định lí KŒNIG : _. Jb - tức +2HHQ. ÏÏÌ GNdm 

bã 


LA = LA-š, =(AG A mö(G)).Š, + LQ.ẽ, : : : 
Số hạng cuối của biểu thức này bằng không theo 


với ø(GŒ)= (2, ^ AG, từ đó : định nghĩa của G, điều này cho phép ta viết ? 
= cv Ầ22, 

(AG A mö(G)).ẽ, = m(AGˆ ~ AH2)(2 = ma? O; JẠ = má” +J 

* Trong Z#?* : 


LA =LG.ẽ, =JA, 42, từ đó JA = ma? +JA, 
b) H và Hẹ là các hình chiếu của một điểm M của 
vật rắn tương ứng trên 44 và 44, ta có (hình 30): 


JA = lÍÏ HMdm vàJA, = lÏÏ HgMdm 
L/ # 


)- Để luyện tập : Bài tập 1 và 2. 


H.30. Quan hệ giữa Ja và JAc. 


3.2.3. Sự quay quanh một trục có phương cố định : trường 
hợp bánh xe 

Ta xét lại trường hợp bánh xe lăn (không xoay!) trên mặt đất nằm ngang 
đã nói ở §2.3.2. Ta xem bánh xe như một cái đĩa (hay như một hình trụ) 
đồng nhất có khối lượng m và bán kính ð. 

Trong hệ quy chiếu trọng tâm Z?*(C ; x, y, z) của bánh xe, bánh xe quay 
quanh trục (Cy) cố định trong Z?* và như vậy ta có thể viết : 


—* _—* 
L =Lkc =J26, : 


với J=lQy =2 mÙ ¡ 
# =2J92 
A SƠ 


Dùng định lí KŒNIG, ta suy ra trong đề? ; 


_ _—* ^ {1 2 1 2 
Lc=L =J26, và ếy S2 HN) N2 


0 1 - 
s _—* _—* ` 
Ta có thể chú ý rằủg Dc = Dc=ÐD_ =J‹2,. H.31. Chuyển động của một bánh xe. 


Hơn nữa, nếu bánh xe lăn không trượt, ta có thể thấy rằng Z(C). và #2 


liên hệ nhau bởi Ø(C) = #2 A /C, từ đó ø”(C)= b”42? và Ew = Tm”(Q 


khi lấy J =2 mĐỀ, 


“ 


_ Chú ý: - 
diếc trường hợp lăn Đếng trượt ta có thể nghiệm rằng : 


Fị SA MÐ(ÔI+TƑ =(0 ti jii= J2 
Bị =TCAmä(C)+Ð =(J+ mb2)Ö2y ch 


] 3x75... 2 
Ếw =—(J + mb2)(2? =—J, (22; 
ẨK 2( ) 2 lậu 


ở đây có J ?ằ= J+mb2 là momen động lượng của bánh xe đối với trục 
quay túc thời (ly). 

Như vậy mặc dầu trục quay túc thời không phải là cố định trong Ø, ta tìm 
lại được các yếu tố động học của một vật rắn quay quanh trục cố định 
(bởi vì ở đây vận tốc của điểm tiếp xúc lp của vật rắn là bằng không ở 
thời điểm tiếp xúc †).. 

Mặc dầu những hệ thúc này có vẻ là đơn giản nhưng phải được sử dụng 
rất thận trọng và nhất là không nên mở rộng mà không suy nghĩ chín 
chắn trước (xem bài tập có giải 2 của chương 5). 


Để luyện tập : bài tập 3. 


ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 


 Ở cơ học ta gọi vật rắn là vật không bị biến dạng : khoảng cách giữa hai điểm bất kì của 

vật rắn không thay đổi theo thời gian. 

ø TRƯỜNG VẬN TỐC 

se Các vận tốc của hai điểm bất kì P và M của một vật rắn trong hệ quy chiếu ? nghiệm đúng : 
0(M) = 0(P) + 2A PM, 

@ kí hiệu vectơ quay (tức thời) của vật rắn trong Z? ; 

42 và öø(P) là các tọa độ của toocxơ vận tốc hay toocxơ động. 

» Việc nghiên cứu chuyển động vật rắn trong hệ quy chiếu Z? có thể phân tích thành: 

- nghiên cứu chuyển động của quán tâm của vật rắn trong hệ Z?, thể hiện là chuyển động 

tịnh tiến của toàn bộ vật rắn ; 


- nghiên cứu chuyển động của vật rắn trong hệ quy chiếu trọng tâm Z?* tương ứng với một 
chuyển động quay quanh trục đi qua G. 


 MOMEN QUÁN TÍNH 


_ Momen quán tính 7 ¡ của vật rắn # đối với một trục 44 là một đại lượng đặc trưng của vật 


1. [Ï[22ên 


ở đây r là khoảng cách đến trục 4 của một điểm bất kì của vật rắn. 


rắn đó : 


ĐỊNH LÝ HUYGENS 
Momen quán tính của vật rắn .⁄ đối với trục 4 là bằng tổng : 


* của momen quán tính đối với 4 của một chất điểm giả định nằm ở G và có toàn bộ khối 
lượng của vật rắn. 


2 
⁄A = Ha +ỬAG 


_ VẬT RẮN QUAY QUANH MỘT TRỤC CỐ ĐỊNH 4 TRONG HỆ QUY CHIẾU 
s Momen động lượng 
Momen động lượng của vật rắn #Z đối với một điểm A cố định của trực quay 4 cố định trong 
hệ quy chiếu nghiên cứu Z là tổng của hai số hạng : 
LA = EAw + LAI D 


LAẠ=J A9 là đồng tuyến với vectơ quay Ø ; LAa là vuông góc với vec(ơ quay Ø và có 
thể bằng không trong một số trường hợp đặc biệt : nếu 4 là trục đối xứng của vật rắn .Z hay 
khi vật rắn . là phẳng và nằm trong mặt vuông góc với 1ởA. 


Thành phân L¡ của momen động lượng LA trên trục quay 44 được gọi là momen động 


lượng của vật rắn .Z đối với trục 4 : 


La =FA.ẺA =EAlrễu =JaØ : 


* Động năng 


Động năng của vật rắn .Z được cho bởi : ổy = 2EA.2 = : 


1 2 
—L.2=—J.Q2. 
DI GIỜN: sếo 


8 VẬT RẮN QUAY QUANH MỘT TRỤC CÓ PHƯƠNG CỐ ĐỊNH ĐỒNG TUYẾN VỚI (Oz) 


TRONG HỆ QUY CHIẾU Z(O ; x, y, Z) 
s Momen động lượng 
LẠ =AM Amö(G) + EG. 
với 1c = ⁄G, 24+ Hẹ ¡ trong hệ quy chiếu trọng tâm ?*(G ; x, y, z). 
s Động năng 


1 * 1—* 2 1 ' 
Ÿy =. ma(G)Ÿ +ốy, với LợI =21G92=2 1q 2”. 


Đài tập có lời giỏi 


ĐỀ BÀI 


Một con lắc kép gồm hai thanh ÓA và AB giống nhau, đồng chất, có khối 
lượng m, chiêu dài 2b và nối khớp ở A. Hai thanh bắt buộc phải dịch 
chuyển trong mặt thẳng đứng (Óxy) và độ nghiêng của chúng được xác 
định bởi các góc ø và so với đường thẳng đứng (Óx) đi xuống. 
Tính momen động lượng ở Ó và động năng của con lắc kép này. 


Nhớ rằng momen quán tính của một thanh có chiều dài 2b đối với đường 


trung trực của nó là J = 2b ị 


LỜI KHUYÊN : 

Đừng dùng hệ quy chiếu tròng 
tâm .?* của hệ gôm hai thanh, vì : 
*® quán | tâm của tập hợp này 
không có chuyển động đơn giản ; 


* chuyển động hai thanh trong 
?* là rất phúc tạp. 


Tính các yếu tố động học của 
từng thanh xét riêng rẽ và lấy 
tổng của các đại lượng thu được. 


Thanh OA quay quanh điểm O cố 


định, các biếu thức của Lọ và 


ếy là có được ngay. 


Ta không biết thanh AB quay 
quanh điểm nào, vậy đối với 
thanh này nên ứng dụng các định 
lí KŒNIG. 


"m2 m 


- Con lắc kép 


BÀI GIẢI : 
Thanh ÓA quay quanh trục (Óz) cố định ; định lý HUYGENS cho : 
Jo;(OA) = mbŸ + mbÊ : 2U, 
7 â su/Ời 2-20 
từ đó : Lo(OA)= Jo,(OA)ởẽ, =a mbŠ để, 
# (ÓA) = 2Jo,(0A)4° = -m? đ?. 


Định lí KŒNIG cho phép tính các phần tử động học của thanh 4P : 
Lo(AB) = OG› Am0(G;)+ Jg,„(AB)Ở, ; 


1 lo, 2£ 
šy (OA) =2 ma(G› + 3J0„(AB)ÿ” 


2bcosơ + bcos Ø ~ 2bsinø ở — bsin 8 8 
biết rằng : ÓG; 2bsinz+bsinØ, 0(GŒ›) 2bcosơ ở +bcos 8 8 
0 0 


và Jœ„(AB)= J= 2m) 

Ta có : 
set, ý § l s 
Lo(AB)= [m2 (4ở + 8+ 2(ở + 8)cos(œ - 8)+ 3m8) 2Ì : 
#v(AB) = 2m0) (4đ? + 8? + 4¿#cos(ø - 8)) + 2m02 ý 

Đối với cả tập hợp con lắc kép : 


To = Lo(OA) + Lo(AB) = mbŸ $4 + : + 2(ở + 8)cos(ø - Đ|& ; 


ấy =Ÿy (OA)+ ấy (AB) = ml l§ 2+5 8” + 2đñcodø =) | 


Đài tấp 
ẤP DUNG IRƯC TIẾP GIÁ0 TRÌNH 


Í  Momen quán tính của một bán cầu 
Momen quán tính của 
một bán cầu với đường 
kính 4 của nó bằng 


J =2 R2, 
5 


Tính momen quán tính #' của bán cầu đối với trục 4 
đi qua đỉnh § và song song với 4. Khoảng cách từ 


quán tâm Ở đến tâm € của hình cầu là CƠ = SR: 


€ Momen động lượng của con lắc 


Một con lắc ABC: dạng / 
chữ T (tiết diện không á 
đáng kể) đồng chất, được 

treo ở đầu mút Ø và có 

thể dao động trong mặt 

thẳng đứng quanh một 

trục nằm ngang A. 


b 


Xác định momen động lượng ở Ó theo hàm của vận 
tốc góc Ø của con lắc này. QA =2AB = 2AC =b, ÓA 
và 8C có cùng khối lượng. Nhớ lại rằng momen quán 
tính của một thanh có chiều dài b đối với trung trực là 


má 
12 


3 Động năng của cái đu 

Một cái du được vẽ ở hình dưới đây : ba thanh giống 
nhau AB, 8C và CD đồng nhất, có khối lượng mm và 
chiêư dài 2b, có khớp nối ở Ø8 và €. 

Chúng dịch chuyển trong mặt thẳng đứng vị trí của 
hệ được xác định theo góc ơ. 


Tính động năng của hệ. 
Nhớ lại rằng momen quán tính của một thanh đồng 
nhất khối lượng m chiều dài 2ÿ đối với trung trực là 


J =1 nyg) 
3 


SỬ DUN6 VỐN KIẾN THỨC 


Ê† Xe ôtô rẽ ngoặt 

Hai bánh xe trước của xe Ôtô có song song với nhau 
hay không khi ôtô quay (không nhẫy cóc!) quanh một 
trục thẳng đứng đi qua một điểm 7 cố định trên mặt 
đất nằm ngang 2 Giả thiết rằng trong khoảng thời 
gian mà ta nghiên cứu sự quay của ôtô, người lái xe 
không quay vô lăng. 


Đ Quảcầu trên đường ray 
Một hòn bi hình cầu đồng chất có khối lượng m, bán 
kính R và momen quán tính .J = smRP đối với bán 


kính, lăn không trượt trên một đường ray có dạng nhị 
diện góc 2 ơ. 


Tính động năng của bí cầu này thẻo tốc*độ øạy của. 


tâm cầu Œ. 


6 Sự quay của một hình trụ 
quanh một trục cố định 
Có một hình trụ đồng 
nhất tâm Ó khối lượng Ä⁄ƒ 
bán kính  momen quán 
tính đối với trục của hình 


trụ là Jx2M R7 Người 


ta thêm trên hình trụ. ba khối điểm giống nhau A, 8 


và C có khối lượng m như vẽ ở sơ đồ. (A, 8 và C 


cùng nằm trên một mặt phẳng đi qua trục hình trụ). 
Hình trụ quay với tốc độ không đổi ø quanh trục cố 
định trong hệ quy chiếu nghiên cứu. 

1) Tính động năng tổng và mornen động lượng đối với 
Ó của hệ cấu tạo như nói trên. Từ đó suy ra động lượng 
tổng cộng và momen động lượng đối với Ó. 

2) Những kết quả vừa tính sẽ bằng bao nhiêu nếu ta 
bỏ khối điểm C ? 


M Động năng của vòng bi 


Một vòng bí gồm có nm 
hòn bị hình câu đồng 
chất khối lượng mm. 
Vành trong có bán kính 
R, là cố định và vành 
ngoài (xem như hình 
trụ rỗng mà khối lượng 
M phân bố đều trên bể 
mặt bán kính R;¿). Các : 
hòn bi lăn không trượt cả trên vành trong và trên 
vành ngoài. Giả thiết là giữa các hòn bi không có tiếp 
xúc với nhau. 

Cho biết : 

*® momen quán tính đối với đường kính của quả cầu 


đồng nhất khối lượng m và bán kính r: J= -mr : 


® momen quán tính của vành ngoài 7 = Mi : 


Tính động năng của hệ phụ thuộc theo Ä, m, K› và 
vận tốc góc 2. 


8 Động năng của một máy kéo chạy xích 


Xác định động năng của máy kéo gồm hai bánh hình 
trụ và một xích và dịch chuyển với vận tốc øp . 


Khung vỏ máy kéo có khối lượng M : mỗi bánh xe có 
khối lượng phân bố một cách đồng nhất, một bán 


kính # và một momen quán tính J =2 mÊ đối với 


trục của nó. 

Xích (ta bỏ qua bể dày) là đông nhất, có khối lượng 
m„.. Khoảng cách giữa các trục bánh xe bằng nhau và 
bằng b. Giả thiết rằng xích không trượt trên mặt đất 
cũng như không trượt trên bánh xe. 


GIẢI 


1m phải ứng dụng hai lần định lí HUYGENS để có J' khi đã có 1 : 
J'=1Ag + mSG” = (J~ mCG”)+ mSG”, vậy : 


P=1+1 mộ + 1Š mg 
4 20 


ki Đúng là ta đang ở trường hợp vật rắn phẳng quay quanh một trục 
vuông góc với mặt phẳng đó, vậy : To = JAÖẽ„ và vận dụng định lý 
Huygens cho từng phân ta có: 


1 1 2 l l2 
JA=J +J =mbˆ| —+— |+ mb?| 1+— |=— mb 
A A,0A A,BC Ề ] g] l2 


3 Đối với các thanh AB và DC quay quanh hai trục cố định vuông 
góc với mặt hình vẽ và đi qua A và D tương ứng, ta có : ` 
& 2 
fx(AB)=#y(DC) = 2 (mổ tam ở? =q m6 d? 


Đối với thanh BC chu yến động tịnh tiến, định lí KœNIG cho : 


1 
#„(BG) =. m(Gạc} =s mí) =s 2Ÿ? 


Vậy toàn bộ ta có : y =2Šy(AB)+ Ếy(BC) =. m4? 


đ Xét một bánh của xe , thí dụ bánh có tâm A ; mặt bánh xe tất yếu 
là phải chứa vectơ vận tốc ø(A) của điểm A. Để thấy rõ điều này chỉ 
cần viết điều kiện để bánh xe quay mà không trượt : vecfơ quay của 
bánh xe @ bánhxe Íâ đông tuyến với trục bánh xe (điều nà ly hiển 
nhiên đối với các bánh sau nhưng cũng đúng đối với bánh trước nếu 
theo giả thiết bánh xe không xoay) 
từ đó : Đ(A)=QựnxeAKA là 
nằm ngang trong mặt bánh xe. 
Ø(A) rõ nàng cũng là tốc độ của 
điểm A được xem là một điểm của 
"ật rắn" ôtô. Kí hiệu @ = Q6, 
là vectơ quay của bánh xe ta có 
thể viết : 


Ủ(A)=@AIA=(Q^ HÀ 
điều này chứng tỏ 0(A).L HA và mặt bánh xe là YuÔng góc Với 
HA (U(4) và HẠ là nằm gang). 


nhìn từ trên xuống 


nhìn đằng sau 


- Tính chất nói trên là đúng đôi với môi bánh xe, chúng ta cũng chú ý 


là trên sơ đô "nhìn trên xuông" các bánh trước của ôtô không thê song 


song khí xe đang quanh (trong lúc người lái xe không quay vô lăng). 


1¬ Vì lăn mà không trượt, các điểm I và L dược xem là các điểm 
của hòn bị, có tốc độ băng không. từ công thức : 

Đ(L B0 =È(TL.bD)+@0^ IL 
CÓ thÊ xủy Tạ =0+@A II và điều này y chứng lỎ VeClƠ quay (2 


của bị là đồng tuyến với ếy 


(D= (0y 


Chúng ta đã có thê 'khẳng định trực tiếp kết quả n Hãy mặc dâu có vẻ là 
hiện nhiên. Ngoài ra, chúng ta cũng có : 
Đ(C)= tuếy =0Ú,bÌ)+2AIC=<AIC — 


từ đó tụ =eoRsindø. 


Chúng ta cũng suy ra dược động năng của bị băng cách dùng định lí 
K£MG : 


| 3 2 
Ấy =1” A6+< ĐT `=šmj[tr j 
5sin' lối 


Chú ý : 


* Trục quay tức thời của viên bị trùng với đường thăng 1L ` 
* Chúng ta cũng có thê tính ếy theo : 


| 3 
ấy =—Ji¡@ˆ 
K 2 JTEP 


ở dây cân tính momen quán tính của viên bỉ đột với trục IL nhờ dịnh 


lí HUYGENS : Jụ =7 + m(Rsmd}”. 


ó 1) Xét hệ quy chiếu (Ó: E2 uy y2) gẵn với vật rắn 4/0 
cho mặt (O: €y¿s €„) trùng với mặt ABC. Ta có : | 
P= Mẽ(O)+ m(0(A)+ 0(B)+ ö(C))= mnP(€) 

vì Ó là cố định và 0A) =—~Ũ(LB), nên P= mo uy ì 
Lụ =J@@+ OA^. bi +ÓBA nu(B)+ ÓC^ mũ(C) 
Vậy To =(+ 3mR” 0+ mÑh@Cyy‹ 


sau dấy, lấy dạo hàm : 
¬.. s A 
S=——=-mR@ ty 
di z 


dL 3Ó 
Đụ = nã =mRhe@ È„ 


2) Khi bỏ khối điểm ở C, có được P=0 và $Š=0, 

Quán tâm Œ của hệ nằm trên trục quay 

Tụ = (J+2mR?)ö tà Do =Ú, 

Moimen động lượng Lụ là đông tuyến với trục quây (Ir019 trưởng 
hợp này ta có thể chú ý trục này là trục dối xứng của hệ), 


vé Tả xác định tốc độ qUAy (0 
của môi viên bí, Dùng các kí 
hiệu như ở sơ đô bên cạnh, ta 
điền đạt những điều kiện lăn mà 
Khôn9 rƯỢI : 

*Ở 1t, 8Œ, b) <Ú=0(C)+4@ACh, 


VỚI @) = & , từ đỒ ; + địc cố 
rIC)=5 (R ~ RỊJeoêa Ó 

*Ở h, m Đí)= 0(lạ, vành ngoài) 

vậy (1, bl)+ @^ ẤT =0(0)+ ØA^ Ól› 

và 


2A là =2AOla , từ đó (0 - RỊ)=42R›. 


3 | 2 
Tá suy ra 2(C)= Pa : 


Mũi 


Ta cũng có thể tính động năng của vòng bi : 
] : 
# “| 3mCŸ +72 l- 1@2 , VẬy f% -lp@ Tổ, 
2 2 2 2 2 
C—) 


B : vành ngoài 


Ö Thùng xe, khi chuyến động tịnh tiến có động năng : 
(thùng xe) = 2M Độ 
Mỗi bánh xe có động năng như nhau ; ta tính động năng của bánh xe 
(âm Ô|. 
Kí hiệu đi =@&„, là vectơ quay của mỗi bánh xe, ta có : 
0(0,)=0(A)+đ^ AO, =ö ^ AO, 
vÌ 7(A)=0 , từ đó ta rút ra Uạ =@R. 
Nhờ định lí KŒMG, ta suy ra : 


1_ 2 1,2 3_ 2 
y (bánh xe)= — mua +— J0“ =— : 
.í{ e) Phó TA 7164 


Ta xác định động năng của xích bằng cách đưa vào tỉ khối đài II của 
xích xác định bởi : mự = H(2b+ 27: R). 


Phương pháp 1 


* Phân AB của xích tiếp xúc với mặt đất là bất động, động năng của ` 


phân này bằng không: #y(AB)=0. 
e Tất cả những điểm của phân ED của xích có cùng tốc độ như là tốc 
, độ của điểm E (hoặc D) ; xích không trượt lên các bánh xe, ta có : 
Ø(E)=0(A)+8öA AE=ö^ AE 
từ đấy ta rút ra: Đ(E)= 2vpếy và Éy(ED) =2b(mn ý : 
e Các phân (BCD) và (AFE) có cùng động năng ; thí dụ ta tính động 


năng của phân (AFE). Một điểm M của phần này (xác định bởi góc 
Ø) có tốc độ : 


- ð(M)=ö(O,)+8 AOIM =uyẽ, + 0ê, ^O|M,, 


vì vậy 0(M)ˆ = vị +d^R^ + 2u@Rsinp =204(1+ sin0).. 


Ta suy r4: 
7z ỳ 
tờ 2 12 2 
fBCÐ= | - Phụ (M)u Rdọ = H7 Rưộ. 
` 


Cuối cùng, động năng của xích là : 

ếạ (ích) = 2zệ (b+R), šy (xích)= m,uộ 
Phương pháp 2. 

Áp dụng định lí KŒMIG cho xích, ta có : 


#„ (ích) =2 me +#ÿ (ích) 


Hay trong hệ quy chiếu trọng tâm của xích, mỗi phân tử của xích có 


-tốc độ cùng một độ lớn uạ, từ đó : 


th | 
Ộ éx(ch) Bội mựtuộ 


và ta lại được Ýy(xích) = m„0ộ, . 


Ta suy ra đối với cả xe xích, động năng là : 


ấy I[ M3 m mì), 


NGHIÊN PỨU 
ĐỘNG LỰC - 
0ÁỆ HỆ PHÂT 


Mở đầu 


Các định luật động lực xác lập quan hệ giữa chuyển 


Mục rTtIêU 


Mô hình hóa một tác động cơ học bất kì. động của một hệ chất với tác động cơ học lên hệ. 
Mở rộng các định luật cơ bản của động 


ới SẺ à Trong chương này chúng ta tống quát hóa cho hệ 
lực cho những hệ chất bất kì. s § Ha) & gq ( 


chất bất kì những định đề đổi với chất điểm (hay đối 
với hệ chất điểm) đã được nói đến ö năm thứ nhất. 


Để làm được điều đó, ta cũng phải tổng quát hóa 
1) Ề U cẦ N BIẾT TR ƯỚC khái niệm về lực : đối với một chất điểm, các vectø, 
các lực đu để mô tả toàn bộ các tác động cơ học lên 
điểm đó, nhưng đối với một hệ chất bất kì thì như 
Khái niệm cơ bản về toocsơ. vậy chua đủ. 


M Động lực học của chất điểm. 


4 Mô hình hóa các tác động cơ. X yhx” ÿ 
: ï 1 4 


1.1. Vài khái niệm cần thiết về toocsơ AM 
Ta đã định nghĩa ở chương 1 toocsơ Z ứng với một tập hợp vectơ Ẳ đi ? 
qua các điểm Ä; (h.1). Tổng hợp # và momen „#fA tại một điểm A của H.1. Hệ các vectơ nã 


toocsơ đó là : 
R= 2 // và MỆT HẦU 


Ã và .#/A là các phần tử rút gọn của toocsơ Z ở A. 
Trong chương này các vectơ T kí hiệu đặc TP là các lực tác dụng lên M,. 


1.1.1. Hệ các vectơ tương đương 
Hai hệ vectơ (M;, #) và (M,, £} được gọi là tương đương nếu chúng có 


cùng toocsơ kết hợp : 
Ma 
-Í ị 
AM: ^ 7 =À AMi^ÿ =.#FA. 
ị L 


1.1.2. Cộng hai toocsơ 


Xét hai hệ vectơ : hệ (MỊ,,. ƒ¡;) mà ta kết hợp với tOoCsơ đ[, có các phân 
tử rút gọn ở A là Ñ¡ và „4A và hệ (Mạ, 5¡) mà ta kết hợp với toocsơ 
Z, có các phần tử rút gọn cũng ở A là Ra và .2A. Hội nhập hai hệ ˆ 
vectơ rõ ràng là có toocsơ kết hợp là toocsơ 2 = đ + với các phần tử 
rút gọn ở A là : 


R=Rị+ và .ÄfA =.FIA +./2A. 


1.1.3. Một số toocsơ đặc biệt 
N Giitsơ 


Glitsơ là một toocsơ mà tổng hợp R khác không, có một điểm Ö sao cho 
„#fp =Ö (h.2). 

Điểm B thỏa mãn tính chất đó không phải là điểm duy nhất; tất cả các 

điểm Ö' sao cho BP' đồng tuyến với R cũng đều thỏa mãn. 


Ở tất cả các điểm P khác, vectơ tổng hợp và momen cũng đều vuông góc vì : 
.#fp =PBA Ñ+.p = PBA R. 
Như vậy đối với vectơ duy nhất R đi qua điểm Ö, ta có thể kết hợp với 


glisơ Z(, .Ấfp = 0). . 
 Ngẫu lực “... 
- B 


Ngẫu lực là một toocsơ mà tổng hợp R bằng không; lúc đó bất kể là các 
điểm A và A' như thế nào ta có .#A =.A'. P 


Momen của một ngẫu lực là đều như nhau. H.2. Glisơ Z(Ñ, .#p =Ô). 


1.2. Tác động cơ ngoại và nội 

Tất cả nguyên nhân chuyển động của một hệ chất ⁄⁄ được gọi là rác động 
cơ Chay là lực) tác dụng lên hệ .⁄. 

Trong các tác động cơ, người La phân biệt : 

*® tác động qua khoảng cách: (như là trọng lượng, lực điện...) nói chung là 
biết được ; 

* tác động tiếp xúc. nói chung là không biết được (nhưng có thể xác định 
khi biết được chuyển động của hệ đang xéU. 

Ngoài ra có thể phân loại tác động cơ : 

* tác động cơ ngoại ở đây môi trường ngoài ⁄⁄ tác động lên .⁄ hoặc trên 
bất cứ phần nào của ⁄⁄ k 

*® tác động cơ nội ở đây một phần nào đó của ⁄⁄ tác dụng lên phần khác 
của ⁄⁄ 

Rõ ràng là cách phân loại này là tương đối với hệ đang xét. ` 
Như vậy. xét hình 3đ : là hệ do hai vậLA và Ø đặt trên mặt đất. 

Tác động trên .⁄ là : 

* các trọng lượng của A và Ø, đó là các tác động cơ ngoại. kiểu tác động 
qua khoảng cách; 

* tác động của mặt đất lên A. đó là tác động cơ ngoại kiểu tiếp xúc; 

* tác động của Ö lên A và tác động của A lên Ø đó là các tác động cơ nội 
kiểu tiếp xúc. 

Ở hình 3b : .⁄' chỉ gồm một mình vật A, A chịu các tác động : 

* trọng lượng của 4 đó luôn luôn là tác động cơ ngoại kiểu tác động qua 
khoảng cách. 

* tác động của mặt đất đó là tác động cơ ngoại. kiểu tiếp xúc. 

* tác động của Ø lên A, đó là một tác động cơ ngoại, kiểu tiếp xúc. 

Trong thí dụ ta vừa nêu, ta không đề cập đến các tác động liên kết nội bộ 
giữa các phần tử của vật A cũng như của vật Ø (đó cũng là các tác động cơ 
nội) vì xét chúng không có lợi ích gì, sau này ta sẽ thấy. 


1.3. Toocsơ của các tác động cơ ngoại 
Ta quản tâm đến các tác động cơ ngoại. tác động lên hệ chất ⁄⁄. Ta bắt 
đầu bằng những thí dụ cổ điển. 


1.3.1. Trọng lượng của một hệ 
Hệ chất ⁄⁄' có khối lượng 7 và quán tâm Ở được đặt trong trọng trường ø 
giá thiết là đồng nhất: kí hiệu khối lượng riêng của hệ là /⁄44⁄/), mỗi phần 
tử có thể tích dz chịu một tác động cơ ngoại, kiểu tác động qua khoảng 
cách đặc trưng bởi lực nguyên tổ : 

đdẺ= #(M)dr 
Ta có thể tính : 
* tổng hợp toàn bộ lực nguyên tố : 


E= IÏÌ 6ø(M)dr= 6 ll Ø(M)dr = mề ; 
L/ b/, 


* momen tổng hợp tại một điểm A của tất cả các lực nguyên tố : 


SA li AM A 6QM)dr = lÍ Alip(ADắr A$#=AGA mỹ 
,/ ⁄ 


theo định nghĩa của khối tâm Ở. 
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H.3b. c0 bạo gồm vật A. 


H.4. Trọng lượng của hệ 


CN 


Tác động cơ ngoại, đó là trọng lượng của hệ , tương đương với một lực 
duy nhất = mg tác dụng lên G (hay nói chặt chẽ hơn, phương của # đi 


qua Œ). Do vậy, Ớ còn được gọi là trọng tâm của hệ .Z. Ta nên nhớ rằng 
điều này chỉ đúng khi ta giả thiết trọng trường s là đồng nhất. 


Ta nhận xét rằng tác động cơ ngoại, tức là trọng lượng, có đầy đủ các tính 
chất của một toocsơ đặc biệt, đó là glitsơ mà : 


s tổng hợp là bằng #= mẽ. 


* momen ở G bằng không .⁄ø =0. 
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Các lực nén lên thành bình. 


Ta xét một bình hình lập phương có cạnh là 
a chúa nước đến độ cao h và khối lượng 
riêng o là đồng nhất (h.5). 

Chứng mình rằng tác động của các lực nén lên 
thành bình thẳng đứng có thế đặc trưng bởi 
một ghtsơ mà ta có thế cho biết các đặc trưng. 


SẼ 


H.5. Lực nén lên 
thành bình. 


a 


H.6. Áp lực ở bên này 
và bên kia thành bình. 


Trên mặt dŠ = ø dz nằm ở cạnh z của một 
thành bình (h.6) có các tác động : 


» một bên là áp suất khí quyển. 
-Rd52,; 
s một bên là áp suất nước : 
P(z)dSẽ, =[ạ + og(h~ 2)|dSẽ, 
vậy tổng cộng : 
dẺ = og(h~ z)adzẽ,. 


Ta có thể tính tổng hợp các lực nén : 


: ñ h? 
F= [ 2mh- ke, =8 ỹ 


và momen ở Ô của các lực nén : 
a2 „ ¡ 
nấ Jxế lÏ rẽ, AdF = | szp§(h~2)adrẽ, 
nặt 


R 
= RE e)1 


Ta nhận thấy rằng tổng hợp lực và momen là 
vuông góc với nhau và ta có thể xác định một 
điểm Ö của cạnh b của thành bình sao cho : 

„o =OBAÊ 


Ta tìm được bao : 


H.7. Tổng hợp các lực nén. 


Ở đây cũng vậy, tác động các lực nén lên thành 
bình cũng được đặc trưng bằng một lực duy 
nhất F đi qua điểm B. 


Vậy đấy là một glitsơ mà các phần tử rút gọn ở 
BìẦà: 


1.3.2. Ngẫu lực tác động lên một hệ quay quanh một trục cố định 
Ta quay tay nắm cửa số : bàn tay (nói đúng hơn ngón cái và ngón trỏ ở 
hình 8) thực hiện lên tay nắm hai lực : Fì và F2, hai lực này trước hết 
(sau này ta sẽ giả thiết) là đối nhau. 

Toàn bộ tác động cơ ngoại kiểu tiếp xúc (với tay nắm) được đặc trưng bởi : 


s một lực tổng hợp: F=# +Fa =Õ. 


* một momen ở Ó, điểm của trục tay nắm : „Áo =ÓAA FI +ÓOBA F2 #Ö.` 


Chắc chắn là momen này khác không và ta có thể đặc trưng toàn bộ tác 
động cơ bằng một ngẫu lực có momen TT đồng tuyến với trục tay nắm 
và làm quay tay nắm. Ta nhớ lại rằng momen của một ngẫu lực không 
phụ thuộc điểm Ó ta dùng để tính : ẤẾQ = C: 


Ta cũng có thể quay tay nắm bằng cách nắm chặt cả bàn tay (h.9). Lúc đó 
ta xem bàn tay tác động tập hợp các lực nguyên tố dF= ƒ(M)dS với 
định nghĩa ƒ(M) là mật độ bẻ mặt của lực tại điểm Ä trên bề mặt. 

Tổng hợp F của tập hợp lực này là bằng không, còn momen tổng hợp 
-o khác không : 


= | ƒ(M)dS =ö 
ý 


Mo = lÏ OM ^ ƒ(M)dS =C +0. 
ŠVã 


Tác động cơ tổng hợp còn lại là ngẫu lực với momen VI =C đồng 
tuyến với trục của tay nắm. 

Cũng vậy, một động cơ (h.10) tác động lên hình trụ một tác động cơ 
tương tự với một ngẫu lực có momen C đồng tuyến với trục quay chung 
của môtơ và của hình trụ. 
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dể =ƒ(M) dS 
H.9. Tay nắm không quay được một 
cách nhẹ nhàng. 


hình trụ 


ổ quay 
H.10. Động cơ tác động lên hình trụ 


một ngẫu lực có momen C. 


Tác động của điện trường lên lưỡng cực * Lực tổng hợp : F= qEo = qEo =Ö. 


Tính tác động cơ của 
một điện trường đều Eo P=qAB 
lên một lưỡng cực điện 
gồm hai điện tích trái 
dấu q và —q (h.1L). 


-gFEb 


H.11. Tác động của điện Ì* 
trường đều lên lưỡng cực. 


cực của lưỡng cực. 


* Momen tổng hợp : 
LÝM = MA A(-qEq) + MB ^ (ạ Êụ) 
= 4ABA^ Eo =BAEo 
ở đây ta đưa kí hiệu ÿ= AB là momen lưỡng 


Như vậy tác động của trường đông nhất là một 
ngẫu lực có momen : 


C=bAEo 


1.3.3. Toocsơ của các tác động kiểu tiếp xúc giữa hai vật rắn 
Có một hệ chất rắn .Z tiếp xúc với một đế rắn không thuộc về hệ chất ⁄⁄: 
như vậy là có tương tác giữa các hạt của .Z và các hạt của X'ở chỗ mặt tiếp 
xúc $ (h.12). Như ở phần trước, ta thừa nhận là có thể định nghĩa mật độ 
bể mặt ƒ(A⁄) của lực tại từng điểm tiếp xúc. Vậy tác động cơ kiểu tiếp 
xúc mà Zthực hiện lên 4, tức là từ ngoài tác dụng lên .⁄ bao gồm : 


» tổng hợp lực : F„_„= lÍ ƒ4M)dS ; 
À) 
* momen tại một điểm A : Ma, z-»Z = In ƒ(M)dS. 
ÁŠ) 


Ta nhận xét rằng hai phân tử này độc lập đối với nhau và đặc trưng cho 
một toocsơ, toocsơ các tác động kiểu tiếp xúc của Z lên .Z, đó là tác động 
cơ ngoại lên ⁄⁄“ 

Rõ ràng là .⁄Z thực hiện lên Z một tác động cơ mà ta cũng có thể biểu diễn 
bằng một toocsơ có tổng hợp lực Eyy (y và momen Tn #-xb- 


1.3.4. Tổng kết 

Qua những thí dụ mà chúng ta đã chọn, ta nhận xét rằng tất cả tác động cơ 
ngoại lên một hệ .Z có thể biểu diễn bởi một toocsơ (có khi là một glitsơ 
hay là một ngẫu lực) xác định bởi các phần tử rút gọn tại một điểm : 

s tổng hợp lực : Fext ; 

s momen : 4⁄4, ex: (nhớ rằng .ÉfB, ei = BẢA Fext + MA, ex). 

Đó là kết quả chúng ta sẽ công nhận. 

Chú ý - 

Rất nhiều tác động cơ có thể biểu diễn bằng các glitsơ, đến nỗi chúng ta 
thường dùng chữ lực để đặc trưng kiếu tác động cơ này bằng cách nói rõ 
điểm đặt của lực đó và quên thuật ngữ giitsơ. 

Ở đây có khác với điều mà chúng ta đã làm ở năm thứ nhất, vì ở năm đó 
tác động cơ lên một chất điểm M luôn luôn được sơ đô hóa bằng một lực 
F ải qua điểm M (như vậy một gitsơ), ta đôi khi lại tính momen của lực 
này đối với một điểm khác : .#A = AM AF. 

Ta không quên rằng trong trường hợp tổng quát của một toocsơ xác định 
một tác động cơ ngoại nào đó, tổng hợp Fex\y và momen .Í(A,cxu đối với 
điểm A là hai đại lượng hoàn toàn độc lập và nhất là .A, cxt không 
phải là momen cúa Fext. 


1.4. Các tác động cơ nội 

Khi một hệ chất #Z là liên tục, không phải luôn luôn có thể biểu diễn 
các hiệu ứng của các tác động cơ nội lên hệ này bằng một toocsơ. 
Việc mô tả những tác động này khá phức tạp, vượt qua khuôn khổ của 
giáo trình. Ngược lại, có thể phân tích .Z ra thành hai phản 2 và 42 
tương tác giữa 4 và .⁄2 là nội đối với .⁄, trở thành các tác động cơ ngoại 


lên #{ hoặc lên 2 và như vậy là có thể được biểu diễn bằng các toocsơ. 


H.12. Các tác động kiểu tiếp xúc giữa 
các vật rắn .⁄⁄ và 35 


Xét một hệ .⁄ gồm hai vật rắn ⁄{ và ⁄⁄2, chất liệu cấu tạo mỗi vật phân 
bố hiên tục (ñ. 13). 

Trong các tác động cơ nội đối với .⁄, ta có thể phân biệt : 

* tác động cơ nội ở .⁄j, nghĩa là các tác động liên kết giữa các phần khác 
nhau của 24; 

s tác động cơ nội ở 42, nghĩa là các tác động liên kết giữa các phần khác 
nhau của 2. 

s các tác động tiếp xúc của 4 lên 42 và các tác động tiếp xúc của 4⁄2 
lên Z1. 

Các tác động cơ liên kết nội bộ ở ⁄/ cũng như ở 2 không thể biểu diễn 
bằng một toocsơ. 

Ngược lại, các tác động tiếp xúc của 4 lên 4⁄2 hoặc của ‹⁄2 lên ⁄{ là 
hoàn toàn được mô tả bởi hai toocsơ vì ta có thể nghiên cứu riêng rẽ .24 và 
‹2 và lúc bấy giờ các tác động nói trên trở thành là các tác động ngoại. 
Tiếp theo đây ta sẽ thấy là ta không gặp khó khăn khi không sơ đồ hóa 
được các tác động cơ về liên kết nội đối với những hệ như ‹{ hay 42. 
Thật vậy, các tác động này không ảnh hưởng gì đến các định luật cơ bản 
của động lực học mà ta sẽ dùng. 

Chú ý : 

Nếu hệ chất .Z là gián đoạn (thí dụ một hệ chất điểm) tất cả lực nội có thể 
biểu diễn bằng một toocsơ vì luôn luôn có thể chìa nhỏ sao cho lực nội 
bộ trở thành tác động cơ ngoại lên một hệ con của .2. 


Định luât động lực 
trong hệ quy chiếu Galilé 
Ta xét một hệ chất khép kứn ⁄⁄ (không trao đổi chất với môi trường ngoài 


bao quanh hệ), có khối lượng 7 (là một đặc trưng của hệ) và có quán tâm 
Ớ, chuyển động trong hệ quy chiếu Galilé .Z. 


2.1. Phát biểu nguyên lí cơ bản 
Trong một hệ quy chiếu Galilé Z, toocsơ động lực Z của hệ chất khép 


kín .Z bằng toocsơ TT của các tác động cơ ngoại tác dụng lên hệ : 
““ —Ớ 
% c— % 


Phát biểu này tổng quát hoá các định luật ứng với chất điểm cho trường hợp 
một hệ chất bất kì. Ta có thể chú ý rằng các tác động cơ nội không xuất hiện 
trong phát biểu của nguyên lí cơ bản, điều mà ta đã được lưu ý ở §1.4. 
Định luật nói trên dẫn đến hai định luật vectơ độc lập với nhau, đó là đối 
tượng của §2.3 và §2.4: 

* một định luật về tổng hợp lực của hai toocsơ : định lí về tổng hợp 
động lực; 


s một định luật về momen của hai toocsơ : định 1í về momen động lực. 


H.13. Hệ .Z gôm có hộp 4 và cái 


nắp 42. 


2.2. Định lụât về tác động và phản tác động 
Định luật này còn được gọi là định luật của những tác động qua lại. Xét 
hai hệ 4 và 2 tương tác nhau trong hệ quy chiếu Galilé ⁄ và ta gọi .⁄ 
là hệ bao gồm đ{ và 42 (h.14). 
Các tác động cơ ngoại thực hiện lên ⁄ là do : 
* môi trường bên ngoài .⁄ thể hiện là toocsơ Z4 ; 
* hệ 2, thể hiện là toocsơ 2 2_„ị. 
Cũng vậy các tác động cơ ngoại thực hiện lên 4⁄2 là do : 
s môi trường bên ngoài ⁄, đó là tooCsơ ⁄Z/ 2; 
s hệ , đó là .7 ạ_›2. 
Áp dụng nguyên lí cơ bản trong Z? : 
s đối với Z{ : 2, =Z/ v1 #27,2y1) 
s đối với 2 : 24, =7 ,2†27,1-y2 ? 
* đối với ⁄: Z4 =2 v1 27 v2- 
vì tương tác cơ giữa 4{ và 2 là bên trong của .⁄. 
Vì với hệ ⁄, 444 =4, + 24, , ta suy ra : 

2f,2—»I =—77,I¬2 
đó là định 1í tác động và phản tác động được trực tiếp suy ra từ nguyên lí 
cơ bản. 
Phát biểu của định lí như sau : 
Toocsơ của các tác động cơ thực hiện bởi hệ 44 lên hệ 2 là đối 
nghịch với toocsơ mà 42 thực hiện lên Z1 : 

2/,2—1 = —ŸƒƑ,1-s2 - 

Định lí tác động và phản tác động dẫn đến hai hệ thức vectơ độc lập : 
* về các tổng hợp lực : F2 =—F2—L; 


* về các momen : 4, ƒ,I-»2 = —⁄A, ƒ,2—I - 


2.3. Định lí về tổng hợp động lực 

Định lí này còn có tên gọi là định !í về tổng hợp động lượng hay định lí về 
quán tâm, cũng còn gọi là định lí về động lượng. 

Biết tổng hợp động lực $= mä(Œ) của hệ chất khép kín ⁄ là bằng đạo 
hàm của tổng hợp động lượng P= mø(G) của ⁄⁄, ta có thể phát biểu định 
lí này như sau : 

Trong hệ quy chiếu Galilé Z#, tổng hợp động lực $ của một hệ chất 
khép kín . bằng tổng hợp Fext của các tác động cơ ngoại tác dụng 
lên #đ. 

Đạo hàm đối với thời gian của đống hợp động lượng P của một hệ 
chất kín .Z bằng tổng hợp Fex( của các tác động cơ ngoại tác dụng 
lên ⁄: 


H.14. Hệ .⁄ gồm hai hệ : quyển sách 


4 và cái bàn +22. 


2.4. Định lí về momen động lực 
hay là định lí về momen động lượng 


2.4.1. Phát biểu 


Trong hệ quy chiếu Galilé #, momen động lực Dạ của một hệ chất 
kín Z bằng momen .4, ex( tại A của những tác động cơ ngoại tác 
dụng lên .Z: 

DẠ = .ÁfA, exf - 


Chú ý rằng các định lí về tổng hợp động lực và momen động lực là độc 
lập đối với nhau và momen động lực không phải là hệ quả của tổng hợp 
động lực (như vậy là khác với trường hợp chất điểm). 


2.4.2. Định lí momen động lượng tại một điểm cố định của 
Biết rằng momen động lực DA của hệ chất khép kín .⁄ tại một điểm cố 
định của :Z là bằng đạo hàm theo thời gian của momen động lượng La 
của .Z, ta có thể phát biểu : 

Trong hệ quy chiếu Galilé Z#, đạo hàm theo thời gian của rnmomen động 
lượng LA của hệ chất cô lập .‹Z, đối với điểm A cố định của Z? bằng 
momen .4, ¿x đối với A của các tác động cơ ngoại tác dụng lên “# : 


đu = .= : T 
= = ĐẠ =.A„exị đối với A cố định trong Z2. 


2.4.3. Định lí momen động lượng đối với một trục cố định 
Xét một trục 4 đi qua A với vectơ đơn vị ¿4 cố định trong 3. 
Chiếu định lí momen động lượng lên trục này, ta có định lí momen động 


lượng đốt với trục 4: 


A _ 
đr " HA, ext 


ở đây kí hiệu La =4.Z4 Và -4 œ4 =-/A,ext.C4 tương ứng với các 
thành phần chiếu lên trục 4của ỨA và MA, ext. 
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Một cái tời kéo tải trọng 


Hệ quy chiếu trái đất :# xem như là hệ quy chiếu 
CalHlá. Một cái tời mà trống quay xem như là 
một hình trụ tâm O (đó cũng là quán tâm), có 
bán kính R và có momen quán tính J đối với trục 
của nó. Nhờ một dây cáp (khối lượng không 


đáng kể) hoàn toàn mềm, quấn quanh trống 
quay, tời có thể kéo lên một tải trọng M có khối 
lượng m (h. 15). 

Trống có thể quay không ma sát quanh trục cố 
định trong Z?; trống quay nhờ một động cơ tác 
động một ngẫu lực có momen Ï không đối. 


Xác định gia tốc thằng đứng của tải trọng. 


_"#£ 


Vì dây cáp không trượt lên trống, tốc độ quay 
@ = @#, của trống liên quan với tốc độ ø của 
tải trọng bởi : 

ö=ö(I)=@^Ol = R@ẻ, 


vì tốc độ của tải là bằng tốc độ của điểm 7 của 
cái trống (cáp không bị kéo dãn và không trượt 
lên trống). 

Huy Momen động lượng của hệ (trống + tải) đối với 
H.15. Tời kéo tái trọng M. O là ⁄o =Jö+OM A mö(M), ở đây M là khối 
tâm của tải trọng (và với giả thiết rằng tải trọng 
không quay quanh Ä⁄ !), từ đây chiếu lên trục 
như sau : (Ớz) ta được : 
* trọng lượng trống đi qua Ó; 


Hệ (trống + tải) chịu các tác động cơ ngoại 


J 
s các phản lực của trục : ta thừa nhận là nếu như tý =J@+mRU= [Tsm]a. 


không có ma sát, momen của chúng đối với trục 
quay của trống là bằng không (tính chất này sẽ 
được nghiên cứu ở chương 6); ) dL, : 
* ngẫu lực của động cơ có momen ?” (đồng —>=PD,= [5 + mu =Ƒ-mgR, 
tuyến với trục quay) ; " R 


Vận dụng định lí momen động lượng của hệ xét 
tại Ó cố định, chiếu lên (Ớz) : 


* trọng lượng zẽ của tải trọng. Từ đây suy ra gia tốc đ của tải trọng : 
Đối với hệ, các lực căng của dây cáp là các tác g=1-m8sF 

động cơ nội. l.Ế +m 
Momen của hệ tại Ó, khi chiếu lên (Óz) có giá trị : R 


Ta nhận thấy rằng tải trọng sẽ thực sự được nâng 
lên nếu 7” > mgÑ. 


-É 


š, ©XL 


=-4fa.6, = Ï`~ mạR 


2.5. Trường hợp một hệ cô lập 
Một hệ cô lập (và kín) là không chịu một tác động cơ ngoại nào : 
TC. =Ö và SẾ 2: Su =Ö. 

Ta suy ra rằng, trong hệ quy chiếu Galilé, tổng hợp động lượng P và 
momen động lượng hạ đối với một điểm cố định A của : của một hệ cô 
lập là không đổi : 

P=m0(G)=cte6 và Ủạ =cte 
Các định luật bảo toàn này được thể hiện bằng các phương trình vi phân 
bậc nhất. Ta nhớ lại rằng, về mặt cơ học, tất cả phương trình vi phân bậc 
nhất được gọi là nguyên hàm của chuyển động. 
Chú ý : 
Tốc độ của quán tâm G trong trường hợp này là một hằng của chuyến 
động, hệ quy chiếu trọng tâm ?* là hệ quy chiếu Galilé. Hơn nữa, 
momen động lượng LÔ của hệ trong 2** cũng là không đổi. 
Trong một số trường hợp, hệ không phải là cô lập, có thể là một (hoặc 
nhiều) thành phản của Fexy hay là của .⁄A, ex: (chứ không phải là tất cả) 
là bằng không. Định luật bảo toàn này sẽ là một (hoặc nhiều) hợp phần 
của P hay của tương ứng được bảo toàn. 


⁄°h dụng “t 


Chuyển động của một hình lập phương 
trên một hình nêm. 


Hệ quy chiếu Trái Đất xem như hệ quy chiếu 
Galilé¿. Một hình lập phương khối lượng m cạnh 
a đặt lên thành một hình nêm khối lượng 4m, 
góc ở và cạnh AB = b như vẽ ở hình l6. Toàn 
bộ được giữ bất động. 


Bây giờ người ta thả ra. Tính khoảng cách đ mà 
hình nêm đi được khi hình lập phương đã trượt 
đến cuỗ (hấp nhất của hình nêm (cạnh I ở B) với 
giả thiết rằng không có bất kì ma sát nào giữa 
mặt đất nằm ngang và hình nêm. 


H.16. Hình lập phương trượi trên hình nêm. 

Hệ (nêm + lập phương) không phải là cô lập 
nhưng những tác động ngoại thực hiện lên hệ đều 
là thẳng đứng (trọng lượng của lập phương và của 
hình nêm, phản lực của đất lên hình nêm). 


Vận dụng định lí tổng hợp động lượng lên toàn bộ 
hệ, và xét hình chiếu lên trục nằm ngang (Ó*) : 


4m0 = clềœ = 0- 


x(nem) + 


x(lập phương) 


Từ đó tích phân trong quãng từ thời gian đầu 
đến thời gian cuối, lúc mà 7 đã đến Ö (ta nên nhớ 
rẰNE, Øy(lập phương) kí hiệu thành phần theo trục 


(Óx) của vận tốc lập phương đối với hệ quy 
chiếu Trái đất chứ không phải vận tốc lập 
phương đối với hình nêm) : 

— 4m d + m(_-d + (b — a)cos ø) = Ö 


Như vậy hình nêm dịch chuyển một khoảng đ 
theo chiều x âm, bằng : 


D) =s(b~a)eosz 


Chú ý rằng để giải bài tập này, ta không đưa vào 
các tác động về tiếp xúc giữa khối lập phương và 
hình nêm, đó là những tác động nội. Còn vấn đề 
tiếp xúc dù có ma sát hay không vẫn không ảnh 
hưởng đến kết quả nếu ta giả thiết là hình lập 
phương thực sự chuyển động đến B (điều này xây 
ra khi ma sát không lớn lắm, xem chương S5). 


Để luyện tập : bài tập 1. 


2.6. Định lí momen động lượng 
đối với một điểm bất kì 


A là một điểm cố định trong hệ quy chiếu Galilé .⁄, ta có 


dÙA —— n l4 A. F 

" =„A,/„‹- Ñ là một điểm bất kì của , dùng định luật về toocsơ, ta 
ý 

có thể viết : 


nh - rõ lo 
TẤN AP*EN)= AN A Fou + ÊN 


= = TN/ P Ũ AN F „6í 
vậy: 0(N)A P+ AN Art” AN A Fet + ÊN, Đa 
tú 


G214 dP ~ 
Biết rằng m = Fext, la rút ra : 
f 


dƑ sự 
+Ø(N)A m(ÓŒ) =.#N,£› 
là 


Và sử dụng momen động lực DA đối với A : 
dẺ ì ¬" 
cac + 80M)A mö(Ó)= ỔN =-Ẩ Nụ, 
h 
Biểu thức này sẽ đơn giản hơn nếu nằm ở quán tâm Ở của hệ .⁄ (hay 
trường hợp hiếm hơn, nếu các tốc độ của W và Ở là đồng tuyến); dầu rằng 
có thể di chuyển trong .# lúc đó ta có : 


` =Đẹ =.#G,: 

Đạo hàm của momen động lượng Lœ là bằng momen đối với G của 
các ngoại lực. 

Việc vận dụng định lí về momen động lượng đối với một điểm linh động 
N của # nói chung là tế nhị, phải nắm vững ở một mức độ nhất định các 
vấn đề cơ học trước khi vận dụng định lí. 

Luôn luôn nên đưa về quán tâm Ở của hệ hoặc khi bài toán khả dĩ thì đưa 
về một điểm cố định. 

Mặc dù vậy, ta chú ý rằng trực tiếp có được momen động lực Dx nhờ định 
lí KŒNIG dễ hơn là tính toán theo đạo hàm của momen động lượng LẠ. 


Định lí momen động lượng trong 
hệ quy chiếu trọng tâm Z* 
.* và Z? chuyển động tịnh tiến đối với nhau. Theo các định lí KŒNIG : 


^ ~% s -„* 
Đẹ = Dụ và LG =LG, 
ta có thể rút ra : 


_ * * 
=- _- dL dữ; dL =*% 
-#G.£„ =Ög =|—” #| =|— “| =% 
đi n đi d 
124 1⁄2 12% 


Định lí momen động lượng vận dụng cho điểm G trong hệ quy chiếu 
trọng tâm Z* của hệ Z như là đối với một điểm cố định trong hệ quy 
chiếu Galilé (mặc dầu hệ quy chiểu Z* không phải là Galilé). 

Kết quả này là đặc biệt quan trọng, vì trong .*, Ở là cố định và thường Ở 
là tâm đối xứng của hệ ⁄. Do đó các phép tính đối với Lœ và lấy đạo 
hàm của nó là tương đối dễ và ta sẽ dùng định lí momen động lượng đối 
với Ớ trong .Z*. 

Ta nhớ lại rằng ta có thể kí hiệu momen động lượng và momen động lực 
của .⁄ trong .?* mà không ghi rõ chỉ số G vì các momecn này không phụ 
thuộc vào Œ. Cũng như trường hợp momen tính đối với điểm G của các 
lực ngoại, cứ để chỉ số đó vẫn hay hơn, nên ta vẫn viết Tổ và Do chứ 
không phải viết TÀ và P. 


⁄fp dụng 5 


Dao động của một hình trụ 


Hệ quy chiếu Trái Đất 
được xem như là Galhilé. 
Tính chu kì dao động 
thẳng đứng của tâm C 
của hình trụ đồng nhất 
(khối lượng m, bán kính 
R, momen quán tính đối 
với trục của hình trụ 


J=. m#Ể) vẽ ở hình 17. 


H.17. Dao động của 
hình trụ. 


Sơi dây là không bị 

dãn, giả thiết là không có khối lượng và không 
đàn hồi, không trượt lên ròng rọc; lò xo có hệ số 
đàn hồi là k. 

Ta kí hiệu y là độ dịch chuyển của tâm C đối với 
vị trí cân bằng của hệ và là độ kéo dài phụ của 
lò xo cũng đo từ vị trí cân bằng của hệ (lúc cân 
bằng lò xo đã bị kéo dãn một lượng là íạ do 
trọng lượng của hình trụ). Cuối cùng ta kí hiệu 
 = ø, là vận tốc quay của hình trụ. 

Ta dùng các chú thích ở hình 18 : 

® sợi dây không trượt trên ròng rọc, như vậy tốc 
độ của điểm A thuộc ròng rọc bằng tốc độ của 
điểm A thuộc sợi dây : 2(Azong rọc ) = Ø(Aqay ) ; 


) Để luyện tập : bài tập 2 


s dây không bị kéo dãn, tốc độ điểm A của dây 

bằng tốc độ điểm treo P, như vậy là bằng không: 

ñ(Aqay) = ñ(P) =Ö. 

Như vậy ta có Ø(Árong rọc ) = Ũ. Ta viết : 

* các hệ thức động học : 

0(C) = 0(A) + ö A AI = @ A AI, từ đô ÿ= R@; 

0(B) =0(A)+ A AB =ä ^ AB, từ đó : 
u=2Rø = 2ÿ Vàu= 2y; 

s định lí về tổng hợp động lực chiếu lên (Øy) : 

mỹ = —T — k(u +lạ)+ mg ; 

® định lí về momen động lượng đối với điểm Œ 

trong hệ quy chiếu trọng tâm của hình trụ chiếu 

lên trục quay cố định (Cz) (trong .*) : 
J@=(T—k(w+lạ))R. 

Tổ hợp các phương trình có được theo cách chỉ giữ 


biến số y, ta có : nữ =-4ky — 2klo + mg, Vậy : 


ÿ=-T—y và khi cân bằng 2klq =ng. 
1 


Như vậy quán tâm của ròng rọc thực hiện các 
đao động hình sin thẳng đứng với tần số góc 2, 


xác định bởi (2Ÿ = — và với chu kì : 
tr 


Định luật động lực trong hệ quy 


chiếu không Galilé Z' 


“ử£ 


4.1. Phát biểu định luật 


Ta xét chuyển động của hệ .⁄, khép kín, có khối lượng m và quán tâm Ớ 
trong hệ quy chiếu không Galilé z. Ta giả sử rằng hệ gồm những chất T=„?⁄C:. Fš-kứiNjg 
điểm M; khối lượng m, (h.19). Trong hệ quy chiếu Galilé ¿# ta áp dụng ' Š 
cho hệ .⁄ những định lí về tổng hợp động lực và momen động lực đối với 
một điểm A' (cố định hoặc linh động trong 2) : 


z (dP : Ẻ 
s= (S] = má()/¿@ = Fext ; lộ) 
dï t# 


Su 


DẠ.=3)A`Mi A mja(M,), „ =6Asy„ với A' có thể là cố: định hay 
h y mự 
không cố định trong :Z. H.18. Các lực tác dụng lên hình trụ. 


Dùng luật hợp thành gia tốc áp dụng cho điểm M, (hay cho điểm Ở) 
4(M,), „ = đ(M¡), „-+ 4, (Mị)+ ác (M;) ta có : 
định lí tổng hợp động lực trong Z#?*' 


+, [dP' Š s ¬. 
» =I== = mã(Œ} @, = Fe + ly + lịc, 
dđ Fế; 46 


với Fje=-mä,(G) lực quán tính kéo theo và F;c =-mác(G) lực 
quán tính CORIOLIS. 


Thực vậy, dễ dàng nghiệm thấy rằng : H.19. Hệ.Z chuyển động trong # và 2%. 


3.m,d„(M,) = má„(G) và 3 .m;ác(M,) = mắc (G). 
định lí momen động lực đối với A' trong Z?' 
ĐA, = >A'M; Ama(M,)ø = A4 +ưƯẾA +. A', IC 
Là 


với „A' / ==)A'M, Am,ä,(M,) là momen ở A' của lực quán tính 
vã : 
kéo theo và VY =-3)A'Mi Aäc(M,) là momen ở A' của các lực 
Ỉ 


quán tính CORIOLIS. Ngoài ra nếu A' là cế định trong Z? : 


_ du: _— =_- = 
TA -Lết) =‹A' + ⁄ÈA',f, + ⁄Afc 

x /ø" 
Chú ý rằng trong trường hợp chung, .ẤfA, + Về „ẤÍA, ⁄c không biểu hiện 


trực tiếp là hàm của gia tốc kéo theo hay gia tốc CORIOLIS của Ở. 


4.2. Z?' tịnh tiến đối với 2 

Trường hợp đặc biệt hệ quy chiếu không Galilé z' tịnh tiến so với hệ quy 

chiếu Galilé : có thể là thú vị vì nó không kéo theo nhiều phép tính quá 

phức tạp. Thật vậy : 

* gia tốc CORIOLIS của mọi điểm là bằng không và không có các tác động 

quán tính CORIOLIS. 

* gìa tốc kéo theo của một điểm M, nào đó đ„(M,) = ä(O/,„; là không 

phụ thuộc điểm M;, và bằng gia tốc trong của gốc Ở' của , từ đó : 

ly =—mả(O') và ,#A'§, = TD HEMI] Aä(O') = -mA'G A ä(O/„ 
P 


Trường hợp này các lực quán tính kéo theo tạo nên một glitsơ đi qua Ở. 


Ta suy Ta : 

+, (dP' ` la 3(O' 

$ -( = máa()j@' = Fẹx = mã(OJ„£ ; 
k dr 2` 


BI / sa: " 
B„= l2] =⁄A,f„„ = mA'G Aã(O°,„„ (đối với A' cố định trong Z#). 
lạt 


Chú ý : Đặt trong trường hợp đặc biệt hệ quy chiếu trọng tâm 2?' = #* 
đối với A' = Ơ, ta tìm lại được định lí mômen động lượng ở §3 : 


⁄fụ dụng Ó 


Dao động của con lắc Vì không có tí ma sát nào, momen của những 
trong xe ô tô khi khởi động. tác động tiếp xúc lên vật rắn về phía trục quay 


Một vật rắn có thể quay không ma sát quanh không có thành phần nào trên 4 (xem chương 6). 


một trục A nằm ngang, cố định trong một chiếc Định lí momen động lượng vận dụng đối với 
ô tô. Ô tô khởi động trên một đường nằm ngang — điểm Ở' cố định của A, với ¿4 kí hiệu vectơ đơn 
với gia tốc ag (h.20). vị của trục 44 cho ta : 

JỔ = —mgbsinØ ~ (mÓ'G ^ äo Ì.#a 


vậy JØ = -mgbsinØ + maobcosØ. 


Vị trí cân bằng đẹ của con lắc được xác định bởi : 


^| 
»: 


tpỐp cIU, (Øa trong khoảng giữa Ở và 2) 
§ 


` 


H.20. Dao động của con lẮc trong xe. 


Đặt Ø=đp+£ với e<l; £ nghiệm đúng 
phương trình J£ = -mb(gcosđp + ao sinđp)e, đặc 
trưng cho chuyển động hình sin với vận tốc góc (2 
mb(g cosØp + ao sin đọ) 

J 


Xác định chu kì của những dao động nhỏ của xác định bởi 4? = 
con lắc quanh vị trí cân bằng. 


chu kì : 
Người ta cho biết momen quán tính J của vật 


T N 2z J 
rắn đối với trục A, cũng như khoảng cách b giữa T= mm 2z lạ 2 PP G 
quán tâm G của vật rắn và trục A. (gcosổ, + đ„ sin ») 


, 5 Trường hợp những hệ mở 


Có nhiều cách đi vào nghiên cứu những hệ mở, đó là hệ có trao đổi chất 
với môi trường bao quanh nó. 

Qua hai thí dụ đơn giản (một thí dụ là hệ tịnh tiến, một thí dụ là hệ quay) 
ta để xuất một giải pháp để nghiên cứu hệ kín. 


5.1. Chuyển động của một tên lửa 


Trong hệ quy chiếu địa tâm giả thiết là Galilé, ta xem chuyển động tịnh 
tiến của tên lửa đi theo trục (Óz), thẳng đứng, đông tuyến với trọng trường 
Trái Đất ø, ta bỏ qua mọi biến thiên theo độ cao. Để đơn giản cách trình 


bày ta cũng bỏ qua lực cản của không khí (h.21). 


Trong khi bay lên, tên lửa phụt ra đằng sau các sản phẩm khí do phản ứng 
hóa học giữa các loại nhiên liệu tên lửa mang theo; giá trị „ của vận tỐC H21. Mới tên lửa tình tiến theo chiều 
khí phụt ra so với hỏa tiễn có thể giả thiết là không đổi. thẳng đứng. Ï 


à 


Ta xét hệ kín gồm tên lửa, nhiên liệu, ở thời điểm : khối lượng tổng cộng là : (a) z 
MŒ) = Mẹ + mứ) uề, 
với Ảo là khối lượng tên lửa (không có nhiên liệu) và zz) là nhiên liệu 
còn trong hỏa tiễn ở thời điểm ¿ (khi xuất phát, tên lửa có khối lượng 
nhiên liệu là mạ ). Vận dụng cho hệ này định lí động lượng chiếu lên trục khối lượng , Ể 
(Óz) dưới dạng (b.22) : 
Pự + d) - P() =—M g dt 

Ở thời điểm r, động lượng của hệ là : 

Pụ)=M 0); 
ở thời điểm (/ + d?), động lượng cũng của hệ này bằng : ®) _ : 

P(+d?) =_ (M + dm)0(† + df) +(—dm)0(f£ + d?) — w) , h 

tên lửa khí phụt ra 
vì rằng giữa các thời điểm f và ( + đ?), một khối lượng (-dm) của khí đã khối lượng M | 
phụt ra (dưz là biến thiên khối lượng nhiên liệu, giá trị âm). Vận tốc của : hị 


Xét hiệu và bỏ qua số hạng bậc hai (có dư dø), ta có Äf du+ đơn w = 


tên lửa ở thời điểm ¿ + d¿ có thể biểu diễn là ¿4 + d) = 2() + du. (0+db-u). 
—NMg dị khối lượng dm 
và ta có thể viết dưới dạng : 


BS =edNfb==- so nem 
f f 
đa H.22. Hệ có khối lượng tống cộng 
Nếu chúng ta thừa nhận rằng hao hụt khối lượng D= NEc7ý >0 của khí phụ M=Mẹ+m trải qua hai thời điểm t 
í 


‹: s nà TU : và £ + d¿ (chú ý là dm < 0). 
ra (khối lượng khí phụt ra trong một đơn vị thời gian) là không đối khi tên lửa a. Ở thôi điểm £ 


phóng lên, lúc đó m = mẹ — Ddr và phương trình chuyển động sẽ là : b. Ở thời điểm t + dt, 
dø D 
= H 
d Mẹ +mg - Di 


Mọ +nọ 


Lấy tích phân ta có ø= øg—wln| ——————— 
Mẹ +mạ — Di 


}#m ở đây øạ là vận 
tốc hỏa tiễn lúc ban đầu. 

Công thức đó cho ta nhận biết rằng muốn có vận tốc z lớn và lên độ cao 
thật cao, ta phải tăng khối lượng zmạ của hỗn hợp nhiên liệu, do đó phải 
tăng bình chứa, tức là tăng khối lượng ÄMẹ của chính tên lửa. 

Để kết hợp cả hai mục tiêu mâu thuẫn với nhau này, người ta dùng tên lửa 
nhiều tầng (nói chung là ba tầng). Khi mà bình chứa hỗn hợp nhiên liệu 
một tầng đã hết nhiên liệu, người ta cho tầng này rời ra ; phần tên lửa còn 
lại sẽ nhẹ hơn, từ đó đạt được tốc độ lớn hơn. 

Chú ý - 

*® Quán tâm của hệ kín có khối lượng M đi xuống khi rơi tự do. 


dư 
* Khi viết định lí động lượng ở thời điểm t dưới dạng M Bề Tân SE) 
ta làm xuất hiện số hạng _" như là một lực tác dụng lên tên lửa - tất 
f 


cả xảy ra như là khi khí phụt ra tác dụng lên tên lửa một lực đẩy _ TH, 
' f 


điều này làm cho tên lửa được đấy lên (ta không quên rằng, theo qwy ước 
của chúng ta đm là âm). 


- Để luyện tập : Bài tập 3. 


5.2. Nghiên cứu thiết bị tưới quay tròn 


Thiết bị này vẽ ở hình 23 : nước chảy vào ống thẳng đứng ở giữa, tiết diện 
nhỏ, có lưu lượng khối D không đổi. Nước tiếp tục chảy theo hai ống nằm 
ngang, giống nhau, quay ngược nhau tiết diện nhỏ và chiều dài b; nước 
phun ra ở các đầu ống qua lỗ hẹp, tiết diện s tốc độ tương đối là hay 
—ï so với cánh tay ngang và tạo thành một góc ø không đổi so với đường 
vuông góc với cánh tay ngang, giá trị của „ là không đổi. 

Dưới tác dụng của tia nước phun ra, hai ống nằm ngang ÓA và Óð quay 
quanh trục giữa thẳng đứng với tốc độ góc ø. Ta bỏ qua tất cả các loại 
ma sát. 

Để xáẻ định chuyển động của "cái quay” này, ta ứng dụng định lí momen 
động lượng chiếu lên trục quay thẳng đứng (Øz), đối với hệ kín gồm hai 
cánh tay ÓA và ÓB, nước chứa ở thời điểm ¿ và khối lượng du = D di của 
nước chứa trong ống ở giữa vừa chạy vào hai cánh tay ÓA và Óð trong 
khoảng thời gian giữa ¿ và r + di; ta viết định lí đó dưới dạng : 


loa +di)— Jo;)Œ) = “ÁO;), extd/ = Ô H.23 b. Sơ đồ hóa thiết bị nhìn từ trên 


(momen của các ngoại lực ở đây có thành phần theo (Óz) bằng không). ki ớo 


Kí hiệu 7 là momen quán tính đối với trục (Óz) của hai ống ÓA và ØB và 
nước chứa trong hai ống (7 là không đổi trong quá trình chuyển động vì 
luôn luôn cả hai cánh tay này chứa cùng một. lượng nước), momen động 
lượng đối với trục (Óz) của hệ kín được viết như sau : 

* Ở thời điểm / : toa) =Jø(†)= Jøœ vì momen động lượng của lượng 
nước nhỏ dm chảy vào ống ở giữa là bỏ qua được ; 

* Ở thời điểm / + di : một khối lượng dư: = Ddr nước chứa trong hệ kín đã 
ra khỏi các ống, một nửa ở A một nửa ở Ö. 

Ở A, tốc độ của nước này, so với hệ quy chiếu Trái Đất (giả sử là Galilé) 
là -(A) = bøẽg + ú = usind ế„ + (bœ — „cosơ)óa, và momen động lượng 
đối với trục (2z) tương ứng là bằng : 


z.|ới ^sdn5(A)) =2 Db(bø —wcosz)dF ; 
Rõ ràng là đối với lượng nước phun ra ở B cũng tính như trên. 


Vậy : ` 
J@( + đĐ = ỞJ@ø(Œ + dể) + Db(b@~— wcosg)dt. 
Từ đó ta có phương trình vi phân 


J+ Db?øœ = Dbucosđ, 
f 


nếu øœ bằng không ở thời điểm đầu, tích phân ta có : 


Ta không quên rằng thiết bị quay ngược với chiều nước ở các cánh tay 
ngang phun ra. 


ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 


m8 CÁC TÁC ĐỘNG CƠ 

« Tất cả tác động cơ ngoại lên một hệ :⁄ có thể biểu diễn bởi một toocsơ (đôi khi là một 
glitsơ hay một ngẫu lực) xác định bởi các phần tử rút gọn tại một điểm : 

+ tổng hợp lực : Fext ; ' 

° momen : -£F A, ext (nhớ rằng .Áfbp, ext = BA ^ Fext + -#FA, ext }- 

Trong trường hợp đặc biệt của glitsơ, tác động cơ quy lại thành một lực tác dụng lên một 
điểm cho trước. 

° Khi hệ chất .Z là liên tục, không phải luôn luôn có thể biểu diễn các tác động cơ nội của 
hệ này bằng một toocsơ. 


ĐỊNH LUẬT ĐỘNG LỰC TRONG HỆ QUY CHIẾU GALILÉ 2 


s Nguyên lí cơ bản : 
Trong hệ quy chiếu Galilé Z2, toocsơ động lực Z2 của một hệ chất kín Z bằng toocsơ của 
các tác động cơ ngoại tác dụng lên hệ đó : 


k) = vớ 


Nguyên lí này dẫn đến hai định luật vectơ độc lập : 


‹« Định lí về tổng động lực 
Trong một hệ quy chiếu Galilé Z, momen động lực $ của một hệ chất kín .Z là bằng tổng 
Fext của các tác động cơ ngoại tác động lên ứ. 


Đạo hàm theo thời gian của tổng động lượng P của một hệ chất kín .Z bằng tổng Fext các 
tác động cơ ngoại tác dụng lên #Z⁄: 


sÌ§. 


= = đ . = ¬ 
= sS = Fềyt , vậy FT 40) ¬ ma(G) = Fẹut ° 


» Định lí về momen động lực 
Trong một hệ quy chiếu Galilé Z, momen động lực Dạ của một hệ chất kín .Z là bằng 
momen .4, ext đối với A của các tác động cơ ngoại thực hiện lên Z : 


DA =#A, ext 


‹ Định lí về momen động lượng đối với một điểm cố định của Z 

Trong hệ quy chiếu Galilé Z, đạo hàm đối với thời gian của momen động lượng LA của hệ 
chất kín Z đối với một điểm A cố định trong Z?, là bằng momen .A, ext đối với A của các 
tác động cơ ngoại tác động lên ‹Z: 


d. -  —- ề : 
=3 = Đạ =.A, exị( đối với A cố định trong #Z. 


+ Định lí về momen động lượng đối với một điểm bất kì 


" + 0(N)A mö(G) = ⁄#N,ƒ„„- 


E ĐỊNH LÍ VỀ TÁC ĐỘNG VÀ PHẢN TÁC ĐỘNG 

Toocsơ của các tác động cơ thực hiện bởi hệ ớ{ lên hệ Z2 là đối nghịch với toocsơ mà 2 
thực hiện lên đi. 

Định lí tác động và phản tác động dẫn đến hai hệ thức vectơ độc lập đối với : 

s các tổng hợp lực : F1-›2 =—F2-I ; 


* các momen : .ÝA, ƒ,1—›2 =—.#A, ƒ, 2—I - 


8 ĐỊNH LÝ VỀ MOMEN ĐỘNG LƯỢNG TRONG HỆ QUY CHIẾU TRỌNG TÂM Z* 
Định lí về momen động lượng áp dụng cho điểm G trong hệ quy chiếu trọng tâm Z?* của hệ 
Z7 xem như là đối với một điểm cố định trong hệ quy chiếu galilé (cho dâu là hệ quy chiếu 
Z?* không phải là galilé) : 
d6 
đ/ 


=‹‹G, 
L?* 


â CÁC ĐỊNH LUẬT ĐỘNG LỰC TRONG HỆ QUY CHIẾU KHÔNG GALILÉ Z ? 
+ Định lí về tổng hợp động lực trong Z' 


__ (dt! : .. 
5'=| |  =ma(G)¡zø = Fẹx + Hẹ + Rc, 
dự 


trong đó Fụ =—ma,(G) là lực quán tính kéo theo và lc =—mac(G) là lực quán tính 
CORIOLIS. 


© Định lí momen động lực ở A' cố định trong Z?' 


II `... 
Đạ: 45] = 4A +ưẾA'ƒ, +.ẤA', ïC 
g l4 
trong đó .#4, % =-5,A'M, Am,a,(M,) là momen đổi với Á' của các lực quán tính kéo 
. i - 


theo và /#A',c = XA' Mị A mịac(M,) là momen các lực quán tính CORIOLIS đối với Á'. 
ỉ 


Tòi tập 


ẤP DỤNG TRỰC TIẾP GIÁ0 TRÌNH 


“Í Dịch chuyển trên mặt đất của xe ô tô tải 


Người lái chiếc xe tải cho đừng xe trên một con đường 
nằm ngang (của một hệ quy chiếu Galilé), đã tắt động 
cơ nhưng quên phanh. Do đó thùng xe của xe tải bị đẩy 
lật nghiêng từ góc ban đầu z = 0 đến góc #= ứo,. 


Xác định độ dịch chuyển của xe tải trên đường biết 
rằng khối lượng tổng cộng của xe tải (kể cả thùng xe) 
là bằng Ä⁄; khối lượng của thùng xe là 7 và khối 
lượng bánh xe là không đáng kể. Vị trí của quán tâm 
B của thùng xe được xác định theo hai độ dài a và b. 
Giả thiết rằng mỗi bánh xe có quán tâm Œ/ (trùng 
với tâm bánh xe) quay không ma sát quanh trục của 
nó và đồng tuyến với (Óz) (ta thấy ở chương Š là các 
tác động tiếp xúc của bánh xe-trục có monen bằng 
không đối với trục quay) và mặt đất tác dụng lên 
bánh xe một lực (7yếy + M¿,) tại điểm tiếp xúc đất- 
bánh xe (với k = l, 2, 3 và 4). 


9 Hình trụ kéo hình lập phương 

Hệ quy chiếu Trái Đất xem như là hệ quy chiếu 
Galilé. Ta xét một hệ gôm hình lập phương khối 
lượng M/ và một hình trụ đồng nhất khối lượng m, 


| 
tâm € bán kính # và momen quán tính 7 =. mR 


đối với trục hình trụ. Một sợi dây không bị kéo dãn, 
khối lượng không đáng kể, một đầu móc vào hình lập 
phương M, một đầu 

quấn trên hình trụ. 

Hình lập phương trượt 
không ma sát trên mặt 
nphiêng. 


5- CHVR 


Ròng rọc có khối lượng không đáng kể, quay không 
ma sát quanh trục. 

Hệ được thả tự do, không có vận tốc ban đầu, dây 
khônp bị chùng mà cũng không bị căng, phần dây 
bên hình trụ là thắng đứng, phần dây buộc vào hình 
lập phương song song với mặt nghiêng. 

1) Chứng minh rằng chuyển động của quán tâm Œ 
của hình trụ là thẳng đứng. 

2) Xác định gia tốc đ„; của hình lập phương và đ„, 
của tâm C hình trụ. Biện luận theo các giá trị của ơ. 


3 Giọt nước rơi 

Trong quá trình rơi thẳng đứng, một giọt nước hình 
cầu đi qua một đám mây đứng yên, ở đấy không khí 
bão hòa hơi nước; hơi nước ngưng tụ lên giọt nước 
làm tăng cả thể tích và khối lượng. 

Cho rằng khối lượng tăng lên trong một đơn vị thời 
gian SP tỉ lệ với diện tích mặt ngoài của lọt nước 

[ 

(hằng số tỉ lệ này bằng &), xác định vận tốc ø của giọt 
nước phụ thuộc theo thời gian. Ta giả thiết rằng độ 
lớn ø của trọng trường là đồng đều. Kí hiệu ø là khối 
lượng của một đơn vị thể tích nước và zạ là bán kính 


ban đầu của siot nước lúc vận tốc bằng không. 


SỬ DIJN6 VỐN KIẾN THỨC 


“† Dao động của vật treo 
Hệ quy chiếu được xem là hệ quy chiếu Galilé. Xét 
hệ như vẽ ở sơ đồ dưới đây: 


+ 


Trục của ròng rọc treo trên một lò xo có hệ số đàn hồi 
k; (âm €, khối lượnp Äƒ và momen quán tính 


1 
J= 2M so với trục). 


Dây không bị dãn, khối lượng đây và độ đàn hồi không 
đáng kể, dây buộc cố định ở 4; quấn lên ròng rọc 
(không bị trượt) và ở đầu ÿ có vật treo khối lượng 7. 
Tính chu kỳ đao động theo chiêu thẳng đứng của vật 
treo. 


Ð Dao động trên quỹ đạo của vệ tỉnh Trái Đất 


Trái Đất có tâm là Ó tác dụng lên mọi chất điểm khối 
lượng m một lực hấp dẫn là: 


Tủ, : 
FƑ=-Km _ : ,VỚI K=4.10 lms sẻ 


OM 


Tronp hệ quy chiếu địa tâm (Ó ;x, y, z) mà ta giả thiết 
là Galié, ta xét một vệ tính mà quán tâm Œ vạch nên 
một quỹ đạo tròn tâm Ó bán kính r quanh Trái Đất, với 
tốc độ góc œ không thay đổi, trong mặt phẳng (Óxy). 

Vệ tỉnh sồm hai khối điểm giống nhau A và Ö nối với 
nhau bằng một thanh cứng khối lượng không đáng kể 
(AB = 2b). Ta quan tâm đến sự quay của ÁĐ quanh Ơ 
trong mặt (Óxy), xác định bởi póc ø = (, GB) : 


SÀ/ 


1) Đối với những giá trị z nào thì momen đối với 
điểm Ở của các lực trọng trường thực hiện lên vệ tỉnh 
bằng không? 

m bên ước s b 
2) Thực hiện phép khai triển có giới hạn theo —, 

„ 

chứng minh rằng số hạng chính của momen là: 
_Ỉ 


3 
ni sin 2ø é,. 
r7 kì 


.Ñg =— 


3) Tính chu kì của nhữnp dao động nhỏ của vệ tỉnh 
quanh vị trí cân bằng bền. 


Cho biết: r = 7000km, b = 5m và m = 4kp. 


Ó Tính lực căng 


Một thanh 4Ø đồng nhất, tâm C khối lượng m, chiều 
đài b, có momen quán tính đối với trục đi qua và 

l ' : 
vuông góc với thanh là 7 =1. /mb”. Thanh treo tại 
điểm Ó bằng hai dây không dãn và khối lượng dây 
không đáng kể, như ở hình vẽ. 


Hệ quy chiếu Trái Đất được xem là Galilé: thanh 4B 
nằm ngang và hai dây ÓA, ÓB có cùng chiều dài là Ù. 


lổi 


%; 


1) Toàn bộ đứng yên. Tính giá trị 7ạ của lực căng 7q 
của dây ÓA ở A. 
2) Người ta cắt dây Oÿ ; tính giá trị mới của độ lớn 
T của lực căng T ở A của dây ÓA lúc mà người ta 
vừa mới cắt đây OB, khi mà thanh Að còn chưa 
chuyển dịch. Tính tỉ số —. 

Tọ 


BÀI GIẢI ' 

4 Xe tâi chịu tác dụng của trọng mg Mỹ. và lực ở các chỗ tiếp xúc 
với đất T,ếy + Nyẽy (=1,2,3 và 4) đó là những ngoại lực duy nhất. 
Áp dụng cho mỗi bánh xe định lí về momen động lượng đốt với tâm Cụ 
của nó tronp hệ quy chiếu trọne tâm và chiếu lên trục (O2), ta nhận xét rằng 
T„_ phải bằng không vì ta bỏ qua khối lượng bánh xe như vậy là bô qua 
momen quán tính; hơn nữa không có ma sắt nào ở trục quay: 


0=J@=(C1, ^ T,ếy).ế,. 


C 
[mạ 8 = ở 


ÿụ„ ñ 


Sâu nữa, những ngoại lực duy nhất tác dụng lên xe tải là thẳng đứng 
và như vậy quán tâm Œ của xe tẩi không bị dịch chuyển nằm ngang 
khi thùng xe chuyển động. 


Kí hiệu A và B là khối tâm của xe và thùng xe. G được xác định bởi: 
MOG =(M— m)OA+ mOB, vậy 
MOG = MOA+ m(AK + KH + HP). 


li x 
Chiếu xuống trục nằm ngang (a có: 


Mxa + m(acosơ —bsinØ) = cle., 


(vì vectơ AK_ là không đổi) 
Từ đó ta cũng rút ra dịch chuyển d của xe tâi (nghĩa là dịch chuyển d 
của điểm A) khi thùng xe lật nghiêng là: 


Mã, + ma= mỆxA, + d)+ m(acosGo — bsindq) . 


từ đấy d= xá —c0sớa) + bsinơp). 


ba 1) áp dụng cho hình trụ 
định lí tổng hợp động lực: 


"Ị 
-, 


Tầm = T+ mỹ 
Đầu tiên các lực đều thẳng đứng 
như vậy gia tốc ẩm của tâm C A 
của hình trụ cũng thẳng đứng. 
Tiếp sau, lực căng T cửa dây 
vân thẳng đứng và điểm C vạch 
niên một quỹ đạo thẳng đứng. 


%, 


+ mỹ 


2) Chiếu hệ thức trên lên trục thẳng đứng chiều từ trên xuống: 
mam =—T+mg (T>0) 

Định lí momen động lượng đối với trục áp dụng cho hình trụ trong hệ 
quy chiếu trọng tâm cho kết quả: 

1 miÊ ổ = RT. 
2 
Áp dụng định lí tổng hợp động lực cho hình lập phương, chiếu lên 
trục song song với mặt nằm nghiêng, ta có: 

Ma = T— Mgsinơ 
Chú ý rằng lực căng T_ của dây có cùng độ lớn ở hai đầu vì ta giả 
thiết rằng ròng rọc không có khối lượng và quay không ma sát. 
Ta chỉ còn cần viết hệ thức động học liên hệ các vận tốc Ủ,„ của tâm 
C hình trụ, Đ của lập phương và vận tốc góc 8 của hình trụ; A và 
C là hai điểm của hình trụ, ta có thể viết: 
(4)= 0(C)+Ö ACA › 

từ đó viết các giá trị đại số, chú ý quy tắc vê đấu ở sơ đô trên: 

U(A)= 0„— RỒ, 


Vì rằng dây không dãn, không trượt trên hình trụ, các tốtđộ Uụ_ của 
lập phương và 0(A) của điểm A của hình trụ phải cùng một giá trị 
đại số: 
Đụ =U(A) =u„ ~ RỒ, 

hay lấy đạo hàm ta được: aụ = a„ — RỔ.. 
Khử T và Ö` trong các phương trình, ta có: 
m-3Msna . Ki m+M(2—-sinơ) 

m+3M ` m+3M 
Vậy ta có nhận xét là am luôn luôn 
đương: hình trụ luôn có chuyển động 
từ trên xuống dưới và ay, là: 
© đương nếu m > 3Msind; hình 
lập phương chạy xiên lên theo mặt 
phẳng nghiêng ; 
* âm nếu m < 3Msinœ: hình lập 
phương chạy xiên xuống mặt ^”” 
phẳng nghiêng ; 
* bằng không khi m = 3MsinG: hình lập phương đứng yên. 


Tim 


»ị 


R 


3 Dùng hệ quy chiếu trái đất, xem như là hệ quy chiếu galilé vận 
dụng định lí về động lượng ứng với hai thời điểm gần nhau t và t + dt 
đối với hệ kín gồm giọt nước ở thời điểm t và khối lượng dm nước 
ngưng tụ lên giọt nước giữa hai thời điểm gần nhau, chiếu theo trục 
thẳng đứng từ trên xuống, ta có phương trình dạng: 

bứŒ+d0— P.()= F „út với P0) = m(1)0() + dm.0 = mù 


Z, eXI 
vì ở thời điểm t, khối lượng dm của nước trong đám mây giả thiết là 
đứng yên. 

P,(t+df)= mít + biệh +đ/)=(m+dm)(o+ d0) và 
=(m+dm)g 


Z, eXt 
Bỏ qua các số hạng bậc hai, từ đó !a suy ra: 
du _— dm 
m——~+u——= mg, 
dí dí 


ta còn có thể viết đưới dạng: 


ke 


d 
—(mu) = mỹ , 
mn )=mg : 


Nhưng m= 0— đạa và = kârrˆ , từ đây ta có: _° § 
3 dí 4 ø 
Vậy ta có thể viết phương trình chuyển động dưới dạng: 
kú 
3 3 3 

—(r)=——(r)=r 

m ) P KT )=rø 
lấ \y tích phân, tính đến các điều kiện ban đầu, ta được: 
_ »=Sứ" —8) 


Từ đó ta được: 


rđ - 
u=#§|'r—3' |, với tưng, 
4k nh p 


Ta có thể nhận xét rằng sau một thời gian khá lâu, gia tốc của giọt 


nước tiến đến không đối và bằng n 


Chú ý 

Áp đụnp trực tiếp hệ thức cơ bẩn của động lực học: 
\j 
TA: TP, 
dd 


ta sẽ tìn được cùng một kết quả. 


Mặc dầu thế, chúng tôi khuyên là rất không nên đùng cách này vì câi 
vẻ bề ngoài là đễ dàng vận dụng che đậy tất cả cái khó khăn về lập 
luận. Dể thấy rõ điều này,chỉ cần đặt ra bài toán với giả thiết là mây 
cũng chuyển động xuống dưới với vận tốc uụ, không đổi. 


4 Tà kí hiệu x là độ địch chuyển thẳng đứng của vật nặng và u là 


địch chuyển thẳng đứng của tâm € của ròng rọc đối với các vị trí cân 


bằng tương ứng của chúng. 


7 r. 


—k (lạ + H)ếy 


3 
Tạ =T;ey 


Dùng những kí hiệu ở sơ đồ, ta viết: 
« Dối với vật nặng, định lí về tổng hợp động lực chiếu lên trục thăng 
đứng (Ox) ; mš = mụ — Ï¡ ; 
* Dối với ròng rọc: 
- địnhlý tông hợp động lực chiếu lên (0x): 
Mu=Ms+Ti+T; — k +u) ; 
- định lí momen động lượng đối với (tục trong hệ quy chiếu trọng 
tâm: kí hiệu cò = @ẽ„ là vận tốc quay của ròng rọc, ta có: 


SMR?¿=(~T,). 


Cuối cùng ta có các hệ thức động học: 
2(D)= 0(A)= 0 (dây không đán) 
0(E)=ú(B)= Xế, 
0(E)=2(D)+@^ DE=2@Ñ (dây không trượt tiên ròng rọc) 
0ñ(C)=ö(D)+@A DC =@Ñ ; 
Từ đó X=2=2œ@& vàx=2u. 


Tổ hợp những các phương trình có được và chỉ giữ lại biến x, ta có: 


3 
lJ 2mÌš = Mỹ + 2mp — kh = , 


Khi cân bằng, ta để dàng nghiệm ra rằng: 
` 
Mu +2mg — kỈạ =0, từ đó 2[gM+an]š+ kx=0. 


Vật năng (và ròng rọc) thực hiện những dao động hình s/n với tần số 
tóc được xác định bởi: 
: : 3M+ 
jỞ: và chu kỳ T= sa =27 2 BỆ có, 
3M+4m 2 2K 


D 1) Momen đốt với Œ của các lực trọng trường là: 
~84.| Km Ìx88a|-Kn S5 | 
ÓOA OP 
Biết rằng ÓA = rẽ, +GA và OB= r€, +ŒB = rẻ, ~ØA, tạ có: 
— —~> -_ l 
„#íq = KimrGA 2š -¬n) 


Momen này bằng không 


s Nếu GA là đồng tuyến với ẽ, :œ =0 hay 1 
* Hay là nếu OA =OB: tài hãy độc 


2) Biết rằng b< r : 


GAÁA€, =bändẻ; . 


Tà có: /#G -- tÉn(pÌ sin2ơẻ,. 
b V4 


3) Vận đụng định lí momen động lượng cho vệ tỉnh đối với G, tron 
hệ quy chiếu trọng tâm, chiếu lên trục (O2) (không quên rằng Sự quay 
của vệ tỉnh trong hệ quy chiếu trọng tâm với tâm G và các trục đông 
tuyến với (Ox), (Oy) và (O2) là xác định bởi vận tốc (ở +ø@)), ta có: 


2n -(wj=e TH _. 
đi b \r 


DỊ 
——— — | sin2œ. 
b VW 


` s TT N Vê ý ` VU 
vì œ@= cle nên có thê viết thành: 2 mb“ở = 
Kíhiệu œạ là một vị trí cân bằng của vệ tỉnh, ở đấy momen .4fœ bằng 


T 7z %# A Am... 
không (ơa =0, Z, 1y và ),lađặt œ =ứa +e với c1tât nhỏ... 


Phương trình trên trở thành £ = -[ Ẩ aw2ø, b : 

: : 
Như vậy với ơyạ =0 hay 7z, (0S2đạ = 
đưới dạng: 


| ta có được phương trình 


¿=-@?c 


) 
27r " 
mà nghiệm là hàm sín có chu kì : T = Xin 2z n. : 


Các vị tí ơy =0 và ơy =z là bên. 
Thay số vào: T = 56 phút 


Nuược lại các vị HÝ ơa = z hay 3  (cox2, = ~l) là không bằn. 


Ó 1) Khi cân bằng lực tổng hợp tác dụng lên thanh AB là bằng 
không và các lực căng Tụ và †'ạ_ của hai dây rõ ràng là có cùng giá 
trị Tì_ vì dối xứng; từ đó khi chiếu lên (Oy) ta có: 


3ƒ L4 
0=-21) Xe) ý ng 


2) Chúng ta đã vẽ ở sơ đồ dưới đây vị trí của hệ ở thời điểm t, sau khi 
đã cắt dây OB và giả sử rằng đây OA còn đang thẳng (dây ở thời 
điểm t = ("+ vì nó không bị động đậy) 


Xác định các tọa độ của khối tâm C của thanh: 


_ Si D7) 
OC=OA+ AB 
nhện 


Áp dụng cho thanh AB: 
* định lí tổng hợp động lực, chiếu lên trục (Ox) và (Qy): 


Ð 0N, 
. 5: Hội ï vn, 


3 22 
HÀ 42 mư de m4 24w) † (Sơ + ng 


* định lí momen động lượng đốt với C trong hệ quy chiếu trọng tâm 
của nó, chiếu lên trục (O2): 
¬== `... .. 
J8 Y0 8=(CAAT).e, mi cos(/Ø — đ). 
Tà viết ba phương trình có được Ở thời điểm ban đầu (đúng lúc vừa 
cắt dây OB) 


x - - 
ữ P Ø8u=0Ù: ơn =0: Øy=0 


`... ..: 
— mbữ, C0§—— = TÌsin— 
Ò 


` - ¬- 
"l6 2) =—T@§—+ mg 
§ 2 6 


l HA .- 
—mb an = Tc0s— 
6 6 
Khử ởy và đủ, ta tìn được: 


Ƒ= hụ và LÊ LN 
l3 1 13 


Muục tiêu 


M Mở rộng định lí về động năng cho trường 
hợp hệ chất. 


M Cơ năng của hệ chất. 


ĐỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


M Định luật động lực học các hệ chất. 
N Công và công suất của lực. 


M Định lí động năng của chất điểm. 


NGHIÊN CỮU 
NĂNG LƯỢNG 
0A HỆ HẨT 


Mớỡ đầu 

Các khái niệm về công, công suất, nàng lượng là cơ 
bản trong cơ học. Trong quá trình chuyến động của 
hệ chất, năng lượng của hệ có thể thế hiện dưới dạng 
động năng hoặc thế năng và có thế chuyển từ dạng 

này sang dạng khác. 


Trong thác nuóc, thế năng của nưóc chuyển thành 
động năng và nưóc có thế làm cho tuabin quay 
nhanh. 


Ở một số điều kiện nhất định hoàn toàn không có ma 
sát năng lượng của hệ chất có thế được bảo toàn 
trong quá trình chuyển động ; con lắc có thể dao 
động mãi mãi, thế năng của nó chuyển thành động 
năng trong môit nửa chu kì, quá trình ngược lại được 
thực hiện trong nửa chu kì tiếp theo. 


Định lí về động năng _ 
(hay về công suất động năng) __ — 


1.1. Trường hợp một vật rắn trong hệ quy chiếu 
Galilé 


1.1.1. Tích (hay là đồng momen) của hai toocsơ H.1. Vật rắn Z chuyển động trong ở. 
Xét hai toocsơ Øƒ và Z7 có các phản tử rút gọn ở tại một điểm A tương 
ứng là : 
* tổng hợp Ẩ, và momen .14 đối với toocsơ đi ; 
* tổng hợp #ạ và momen .Z24 đối với toocsơ Z. 
Người ta định nghĩa tích của hai toocsơ Zj và Z2 tại một điểm A là : 
#(A)= Ñị. .Äf2A + R - 41A. 

Tính tích Z() tại một điểm Ö khác, ta có thể nghiệm thấy rằng : 

Z(B) = ØZ(A) + Rì.(BẢA Ra) + Ra .(BA ^ Rị) =2(A) 
Tích Z? của hai toocsơ không phụ thuộc điểm A mà ta nói đến. 


1.1.2. Định lí về động năng một vật rắn 
Động năng ấc của vật rắn trong hệ quy chiếu galilé Z? được cho bởi 
(hình l):- 


% =2 m2(G)+ 8£, 


với & =.1o,Ø! nếu vật rắn quay quanh trục A có phương xác định. 


(Xác định theo vectơ đơn vị ¿4 ) với vận tốc: @= 42Œ)£A trong để. 
Nhớ lại rằng tốc độ £2 của vật rắn trong Z? hay trong hệ quy chiếu trọng 
tâm Z* là như nhau. 


Lấy đạo hàm của động năng đó, ta có ¬ = mã(GŒ).0(G) +ửG, TỔ. 
Như vậy trong Z? định lí về tổng hợp động lực cho m4(Œ) = ly Và trong 


Z?* định lí về momen động lượng đối với trục A (cố định trong Z?*) 


ALA dØ : 
—^—= =——=.(f( dẫn đến : 
Át Ga d/ Ca, eẹ, ỗ 
dØ ~ d@ — L 
bu Y HN... s0 GEN 
vì 4%, mo .#G, ext.£4 từ đÓ ta suy ra : 


¬ = Ta .0(G)+ -£fG, ext .Ñ, š 
Vế thứ hai, đồng nhất với công suất, đó là công suất của những tác động 
cơ học bên ngoài tác dụng lên vật rắn Z trong Z?, vậy : 

#u = Rạ\.0(G) +⁄#G, eịt.Ổ. 
Ta nhận thấy rằng công suất đó là bằng tích của toocsơ các tác động cơ 
bên ngoài với toocsơ các vận tốc vật rắn. 
Ta sẽ thấy rằng tích này không phụ thuộc vào điểm mà ta tính toán. 


Ta giải thích rõ hơn công suất này qua thí dụ về vật rắn .Z chịu các tác 
động ngoài như sau (H.2) : 

* trọng lượng z. của nó, đó là một lực đi qua Œ, nghĩa là một gÌitsơ xác 
định bởi tổng hợp z# và momen của nó ở Ở, ‹⁄fG, trọng lượng =Ũ; 

° một ngẫu lực có momen Ï` do một động cơ thực hiện (giả thiết rằng 
tổng hợp tác động cơ của môtơ là bằng không); 

*° các tác động cơ tiếp xúc thực hiện bởi một “để” cứng 3 và xác định bởi 
tổng hợp Ñ„ và momen ./„c ở. 


Vậy (ta CÓ : Tu = mg + Ñ; .#G, ext = .#fG, trọng lượng + liàc 3 VfÍG,c 


VỚI -%, trọng lượng =Ö và .ÉG,e =Gl AÑ„ +ưẾT e, từ đó có thể viết 


công suất ngoại Z„¡ là : 


2 = mg.0(G)+ Ẻ.Ö +(&.ø0)+ #1 c.) 


với Ø(7) là vận tốc cửa điểm / thuộc vật rắn. 

Vậy ta có thể diễn đạt công suất của những tác động cơ từ bên ngoài theo 
cách xét riêng rẽ công suất của từng tác động cơ : 

s đối với lực ` tác dụng tại một điểm B(nghĩa là một glitsơ), thí dụ trọng 
lượng :F.0(Đ); 

s đối với ngẫu lực momen Ÿ`: ]`.Ở; 

s đối với một toocsơ tác động cơ mà ta biết các phần tử rút gọn tại một 
điểm A, ví dụ (Ñ, -⁄#A ): Ñ4/A)+.#A.Ö với Đ(A) là vận tốc của điểm A 
thuộc về vật rắn. 

Chúng ta thừa nhận những kết quả ta vừa chứng minh đối với vật rắn quay 
quanh trục có hướng xác định là đúng cho chuyển động bất kì nào của vật 
rắn ; vậy chúng ta có thể phát biểu định lí về công suất động năng đối với 
một vật rắn. 

Đối với một vật rắn chuyển động trong hệ quy chiếu galilé, đạo hàm 


của động năng bằng công suất của các tác động cơ từ bên ngoài tác 
động lên vật rắn : 
d& 
d 


=Z đối với vật rắn trong #? galilé. 


Ta nhận xét rằng các tác động cơ nội (các lực liên kết giữa các bộ phận 
khác nhau của vật rắn) không có mặt trong định lí về công suất động năng 
đối với một vật rắn : 

ấ Œ;) — % (¡) = Weyy (Ị› f2) 
ở đây W.(¡, f„) là công của các tác động cơ ngoại giữa các thời điểm í 
và bi 


“ 
Mou (ny)= | uết 
ñ 


tác động tiếp xÚc 

(Ñ, ‹ Le) 
H.2. Tác động cơ bên 
rắn Z. 


ngoài lên vật 


⁄°p dụng fÍ 


Thanh đổ xuống đất 

Một thanh AB đông nhất có tâm Ở chiêu đài 2b, 
đặt thẳng đứng trên mặt đất không có vận tốc 
ban đâu gì cá. Nhẹ 

nhàng làm mất thăng B 
bằng, thanh bị đổ 
xuống (H3). Giả thiết 
rằng đầu múi A trượt 
không ma sát trên mặt 
đấi, tính tốc độ uạ của 
lâm Œ của thanh khi 


(thanh đứng yên và ø =2 ) và ở thời điểm / : 


| 1, : 
2ma(GŸ7 + sJớ' ~O =mg(b~— bsina) 
vì chỉ có trọng lượng là có tác dụng tronp quá 
trình chuyên động. 
Ta kí hiệu x là tọa độ điểm A ; tốc độ của tâm Œ 
lúc đó có các thành phần là : 
*—=bởsinø 


0(Œ) | hở cosơ 


thanh chạm mặt đất. 0 


Nhớ lại rằng momen  H.3. Thanh đố xuống đất. 
quán tính của thanh đối với đường trung trực là 


Vì không có ma sát, tất cả các lực (trọng lượng 
m# và phản lực ®#) là thẳng đứng ; chiếu lên 
12 (Óx), từ định lí tổng hợp động lực ta có (để ý 
JV=—mb 0 OA 
3 đến các điều kiện đầu): 
Dùng các kí hiệu như ở hình 4, vận dụng định lí ø(G).é„ = cle= Ú, từ đó š=bởsinø ; 
về động năng đối với thanh ở thời điểm ban đầu VậY : 0(G) =bcosơ ở 6y 
và ñ(G)ˆ =bở” coS” ơ. 


Khi ở” trong biểu thức của định lí vẻ động năng 
tả CÓ : 


«Gï |) te 


3COS“” 


| = 2gb(1- sinZ) 


` `... : 3 
từ đó, đối với z =0: Lộ u(G)Ÿ -—Øb. 
H.4. Các lực tác dụng lên thanh. 2 


1.2. Trường hợp một tập hợp vật rắn trong hệ quy 
chiếu Galilé 

Chúng ta giới hạn phân trình bày cho tập hợp ⁄ của hai vật rắn 4 và 2. 
Gọi ? là môi trường bên ngoài của .Z(H.5). 

Vận dụng định lí công suất động năng đối với từng vật rắn 4 và 42: 

B Đối với 2 _® = đt ¡ Vậy ta có thể phân biệt các tác động cơ ngoại 


tác động lên 4Z{ : 


* những tác động mà 42 thực hiện, đó là các tác động tiếp xúc giữa 4⁄1 : 
TH Rug : H.5. 7Tập hợp 7 của hình trụ 2} và 
và 2 và như vậy thì công suất là %7) Phi yienPdi, 
HH HỆH 2}. 


Những tác động mà môi trường ngoài .Z tác động và như vậy công suất là 
4? „ø; › từ đó : 


d& 
Tn = #» ở, + vớ 
le ^ ^⁄: . F d2 Z) ⁄ 2 
Ñ Cũng vậy, đối với ‹2, ta có n =2 = đh với +ÓE—vợ2- 


Lấy tổng hai biểu thức có được, ta có định lí về công suất động năng đối 
với hệ .7 : 


dã 
 - VÓEosối + sø)3 (8y —,á, + #8, —số;) 
Ở vế thứ nhất, # là động năng của hệ-Z: 


% =#%,+#%, 
Ở vế thứ hai : 
* Hai số hạng đầu kí hiệu đối với hệ :Z công suất của các tác động cơ 
ngoại : $u =ốb v2 +2b-.ø ï 
*® Hai số hạng sau tạo thành công suất của các tương tác giữa ⁄{ và 42, 
đối với .Z là các tác động cơ nội : 
đnt, Øjc©Ø — # ơi + #% › 


_ 
từ đó “Ã = 8u + để, 


3) cøI- 
Trong trường hợp .Z bao gồm nhiều hơn hai vật rắn, có thể tổng quát kết 
quả trên một cách dễ dàng : 
d& 4 
=—~ mm đt + > Ẩn, :Ø;c>Z, 
dí tJ Ỷ 
Và lấy tích phân giữa hai thời điểm í¡ và 7;, ta CÓ : 


% ứy)~ & (1) = Weu + 3 Hữu, 2c 
1 


Mặc dầu định lí tác động và phản tác động cho thấy tổng của các tác 
động cơ giữa các vật rắn khác nhau đj và Z7 là bằng không, không 
có một lí do nào để cho công suất của những tác động cơ nội đối với Z7 
là bằng không, mà điều tiên nghiệm là không bằng không. 


1.3. Trường hợp một hệ kín bất kì 
trong hệ quy chiếu Galilé 
Đối với một hệ ” sồm các chất điểm (ñ.6) ta có thể vận dụng tại mỗi 
điểm 4⁄, định lí về động năng, cần cẩn thận phân biệt : 
* các lực /; „„¡ mà môi trường ngoài tác dụng lên Ä⁄, ; 


* các lực ƒ;;„ mà những điểm khác của .Z tác dụng lên Ä,. 


d, - m. 
Ta có : =Úi, xi UCM,) + fiint.0CM,) = sắt +# 


¡. 1n * 


di 


H.6. Hệ ,# của các chất điểm. 


Lấy tổng đối với tất cả các điểm của .Z, ta có : 
dc 
— Tem Tấn, 


và lấy tích phân giữa hai thời điểm ¡í¡ và ø; : 


& Œ¿)~ ấy (|) = Weyy + Wậnt 
Định lí động năng phát biểu như sau : 
Biến thiên động năng của một hệ kín .Z trong một hệ quy chiếu galilé 
Z?, giữa hai thời điểm là bằng công của ứ#Øf cả các tác động cơ ngoại và 
nội, tác dụng lên hệ .7 giữa hai thời điểm đó. 
Ta thừa nhận rằng định lí này là tổng quát đối với hệ kín .Z bất kì. 
Cần nhấn mạnh điều là nếu hệ Z là biến dạng được, công của các tác 
động cơ nội, một cách tiên nghiệm, là khác không. 
Định lí động năng có thế viết được trong hệ quy chiếu galilé : 

% Œ2)~#K ()= Wệu + Mâm, 
hay đưới dạng vi phân giữa hai thời điểm gần nhau - 

d& =ðW„i tôWn:, 


ext 


hay dưới dạng đạo hàm : ˆx = đu tin: 
L 


Ở dạng cuối cùng này, người ta còn gọi tên là định lí về công suất động năng. 


1.4. Công suất của các tác động cơ nội 

Công suất của hệ liên quan đến tốc độ của các phần tử của hệ và do đó 
biểu thức của công suất phụ thuộc vào hệ quy chiếu mà trong đó ta tính 
công suất. 

Ta hãy so sánh các công suất #?, và Z?n¿ của các tác động cơ nội lên 
một hệ trong hai hệ quy chiếu Z2 và Z? ' nào đó mà theo hai hệ này ta 
nghiên cứu chuyển động của .⁄. 


Để tính toán, ta xét hệ Z gồm có các chất điểm M; (/.7) như ở §1.3. 
¿ 


Trong Z# : Zn = ñinô(M)/2 , 


¿ 
trong Z” : my = bàn - 0(M,)„'. 
' D 
Từ định luật tổng hợp vận tốc ta suy ra : 


U(M;)/; = 0(M,); +Ø.(M,) = 0(M,); + 0(O, „+ Ô2¡ %œ^ ØM; › 
từ đó ta có : 


đnt = Zint 4m} ID 2 Mị ^ Âm |â xe 
h ñ 


H.7. Hệ # chuyển động trong ØZ? và đữ. 


Từ định luật tác động và phản tác động ta có : 
Tần = 2,fim =ÖŨ Và ‹⁄#Ø' in = 5,0'M, ^ fiim =0, từ đó đãy = #n Kệ ) CAN rộ 
ỉ H kh 
Công suất, và do đó công, của các tác động cơ nội lên một hệ không 
phụ thuộc vào hệ quy chiếu theo đó ta tính toán : 


đnt = xe Zímt- 


Ta thừa nhận kết quả này là tổng quát đối với bất kì hệ chất nào. 


0(M2,„ 


H.8. Hệ Z trong hệ quy chiếu không 
GaHlé. 
1.5. Trường hợp hệ kín bất kì 
trong hệ quy chiếu không Galilé Z ' 
Chúng ta nghiên cứu chuyển động của hệ .Z của các chất điểm M; trong 
hệ quy chiếu không Galilé Z ' (h8). 


: : 1 _n 
Lấy đạo hàm trong Z? động năng =3. mii(M,Jjz của hệ ⁄, áp 
dụng định lí tổng hợp động lực cho từng điểm AM; trong Z?', ta có : 

dổ'y 
đĩ 


=> _m,0(M,),.äã(M,)/z 
= S_ø(M, ),.Œï, ext T ñ int ñ(M,) + fịc(M, )), 


ta có thể nhận xét rằng công suất của lực quán tính CORIOLIS luôn luôn 
bằng không vì: 


Đ(M;)/z:-ñc(M,) =U(M,)¡@*(S2 m2 ^0(M,),jg) = Ô. 
Và kí hiệu: Z'; =3 7(M,)/z./,(M,) là công suất của các lực quán 
Ï 


để 
tính kéo theo trong Z? ', ta có : cã 


— 2! 2!. L5 
=Z#t+ tr 


Trong hệ quy chiếu không Galilé Z ' đối với biểu thức của định lí về 
động năng (hay là biểu thức của công suất đối với định lí về công suất 
động năng) ta phải thêm công của các lực quán tính kéo theo : 
đdể`* 
dí 
Ở đây ta cũng thừa nhận là kết quả có được trong trường hợp đặc biệt của 
hệ .7 sồm các chất điểm vẫn có giá trị đối với hệ kín .Z bất Kì. 


= + ‹⁄21 + 
= #*wt+ # + 7Ó 


1.6. Trường hợp hệ kín bất kì 

trong hệ quy chiếu trọng tâm Z*~ 
Ta có thể lấy lại kết quả trước đây và tính công suất của các lực quán tính 
kéo theo. 
Gia tốc kéo theo của mỗi điểm M của hệ Z trong trường hợp này là 
không phụ thuộc Ä⁄; và bằng gia tốc Z(GŒ) của quán tâm của hệ .Z trong 
.hệ quy chiếu Galilé Z?. 


Từ đó: 
‡, = 3170M,)*.f(M,) =380M,)*.(miä(G)) = =ä(G).3mj0(M,)*, 


ke 


vậy Z? =0 vì trong Z* tổng động lượng P*= 5_m,0ñ(M,)* của hệ là 
i 


bằng không. 

Trong hệ quy chiếu trọng tâm Z?*, một cách tiên nghiệm, không phải 

là Galilé, định lí về động năng (hay công suất) được biểu diễn như là 

ở hệ quy chiếu Galilé: 

d& 
dí 


_ Ø* * 
= đt + đn- 


Thê năng 
v- 2 ^ ˆ 

Cơ năng cua một hệ 
Ta nghiên cứu chuyển động của một hệ chất kín .Z trong hệ quy chiếu 
Galíle Z? (hay có khi là trong hệ quy chiếu trọng tâm Z?* của hệ chất). 
Tất cả các kết quả mà chúng ta sẽ thiết lập có thể tổng quát hóa cho 
trường hợp hệ quy chiếu không Galilé Z? ' với điều kiện là thêm vào công 
của nội lực và ngoại lực, công của các lực quán tính kéo theo. 


2.1. Thí dụ 
Xét thí dụ một hệ .Z gồm có mâm (P) khối lượng M trượt có ma sát trên một 
mặt nghiêng và hình lập phương (C) khối lượng m có thể trượt có ma sát trên 
(P). (P) và (C) liên kết với nhau bởi lò xo có khối lượng không đáng kể, hệ số 
đàn hỏi k và chiều dài khi không có lực tác dụng là xạ (H.9). 
Trên hệ . này có tác dụng của: 
M Các tác động cơ ngoại 
* các trọng lượng AM và z¿ dẫn xuất từ một thế năng: 

ếp =-mgZp— Mg2c (te), 
với Zp và Zœ là độ cao tương ứng của các khối tâm của (P) và của (C) 
trên trục thẳng đứng (ZZ); 
*® các tác động cơ tiếp xúc của mặt đất nghiêng tác dụng lên (P) xác định 
bởi tổng hợp lực ¿„¿ và momen .; e„( đối với điểm 7; 
M Các tác động cơ nội 
* các lực F (tác dụng lên (7?) tại A) và theo định luật tác dụng và phản 
tác dụng, ~F (tác dụng lên (C) tại B) do lò xo thực hiện lên (P) và (C); 
thực tế chúng tạo thành 2 glítsơ. Các lực này dẫn suất từ thế năng „mà 
chúng ta đang cần xác định. Ta biết rằng công của 2 tác động cơ nội đối 
lập nhau không phụ thuộc vào hệ quy chiếu theo đó ta tính toán. Hãy xem 
ta đang ở trone hệ quy chiếu pắn với mâm (P); trong hệ quy chiếu này, 


công nguyên tố của và —#ˆ được biểu diễn là: 
- S si 1 
ðMI in = Ê.đÁ¿p +(—È).đB,p =0— k(x~ xạ) dx = -4[S£@&-mŸ], 


ở đây x là số đo đại số của véc tơ 4. 


H.9. Hệ Z7 gôm mâm (P) và hình lập 
phương (C) ; ở đây chỉ vẽ những lực 
(nội và ngoại) là dẫn suất từ thế năng. 


Ta nhận thấy rằng công này có thể được cho dưới dạng vi phân của một 
hàm và ta định nghĩa thế năng dếp bởi: 


dếp =2(x- xo) (+cte) sao cho ðWÍ ¡„ =-đếp ; 


Int 


s các tác động cơ tiếp xúc giữa (P) và (C) xác định theo tổng hợp lực ®¡m 
và momen v# Lint tại mỘt điểm L tương ứng với tác động của (P) lên (C) 
và —R¡n và —ẨF ri int đối với tác động của (C) lên (P). 
Rõ ràng là ta đã dùng định luật tác dụng và phản tác dụng để xác định các 
tác động nội này. 
Áp dụng định lí động năng đối với hệ .Z trong Z? giữa hai thời điểm gần 
nhau : dốc =ôWim +W/„y. 
Trong ổW„, ta có thể phân biệt : 
* công ổWJ ¡n của các lực Ÿ và -È do lò xo thực hiện, các lực này dẫn 
suất từ thế năng ếp : 

ôW, in =~d đPụ 
* công: ôW; „in Của các tác động tiếp xúc đầu, /(ẤẤr, in) của (P) lên (C) 
và (—;m,—«#fL in) của (C) lên (P), đó là công không phải dẫn suất từ 
thế năng, từ đó : 


ôWjn = ~d Pu +ôW2 im - 
Cũng như vậy, trong ổW⁄„., ta phân biệt : 
s công ôWỊ c„: của các trọng lượng dẫn suất từ thế năng ứ _ 
õM, Xi ” -dếP 


s công ổW2 „¡của tác động tiếp xúc (Ñ, > ex:) không phải dẫn suất 
từ thế năng từ đó ta có : 


ðWx¡ = -d ép v† ôW) cụt. 
Cuối cùng, định lí vẻ động năng cho ta : 
d(& +ếp tp v) =ỗM in +ổW2 cụt, 
và nếu gọi ty =ếy +ếp +ếp là cơ năng của hệ ta có 
dế =W2, in + W2, cự. 


2.2. Tổng quát 

Bất kì hệ kín Z như thế nào, trong các tác động cơ (nội và ngoại) luôn 
luôn ta có thể phân biệt : 

Các tác động cơ dẫn suất từ thế năng ếp (ứ x“. Mr ); các tác 


động cơ này được gọi là tác động cơ bảo toàn. 
Các tác động cơ không dẫn suất từ thế năng, người ta gọi là tác động cơ 
không bảo toàn. 
Trong mọi trường hợp cơ năng ñ¿ của một hệ .7 là tổng động năng 
# và thế năng (nội và ngoại) : 
ỔM =ÔK tốp =ốN TP TẾP 
và định lí động năng đối với một hệ kín . cho ta : 
dâu = ôW,, int T ôM, ext ôŸNC 
ở đây ôWc là công nguyên tố của tất cả các tác động không bảo 


toàn (nội và ngoại). 


Ta cũng có thể viết giữa hai thời điểm /¡ và ;: 

Ếạy Œ2)— fự (1) = WNGCọ,, „) hay lấy đạo hàm theo thời gian và gọi #c 
Tà công suất của tất cả các tác động không bảo toàn : 

dấy _ 
dc ƯNG 

Chú ý - 

Phân lớn các tác động cơ đã biết là bảo toàn : trọng lượng của một vật, 
lực điện, lực trọng trường, tác động của lò xo... 


Trong số các tác động cơ không bảo toàn, ta có thể kể đến tác động tiếp 
xúc giữa các vật rắn, lực căng của sợi dây, các lực nén,... 


2.3. Bảo toàn cơ năng của một hệ kín — Hệ bảo toàn 


2.3.1. Định nghĩa 

Nếu tất cả các tác động cơ là dẫn suất từ một thế năng hay là nếu tất 
cả các tác động cơ không dẫn suất từ một thế năng là không hoạt 
động, thì cơ năng của một hệ kín được bảo toàn trong quá trình 
chuyển động. Hệ kín .Z được gọi là bảo toàn. 

Phương trình ố; =ố, +ốp + =cte là một nguyên hàm của 


chuyển động : đó là nguyên hàm năng lượng. 


Áp dụng 2, cho thấy làm thế nào xác định được thế năng #› xuất phát 


từ hai ngẫu lực nội của hệ nghiên cứu (vấn đề là hai ngẫu lực thực hiện 
bởi một dây xoắn). 


⁄°p dụng 2 


Sự quay của hai đĩa liên kết 1) Áp dụng định lí động năng cho toàn bộ hệ. 
bởi một dây xoắn Tìm thế năng ỗp của hệ rồi tìm nguyên hàm của 

Hệ quy chiếu trái đất được xem là hệ galilé. Hai chuyển động. ˆ 
đĩa giống nhau, đông nhất, có tâm tương ứng là A 2) Lấy đạo hàm phương trình ở câu hôi ], tương 
lêu _ : lại (4ió4 ko tính J đối với trục của ứng theo 6\ rồi theo Ø›, xác định hai phương 
chúng và treo bằng hai dây tại một điểm cố định trình ví phân bậc hai tieo Ô! -và 8 
O ; Chúng có thể dao động quanh trục thẳng P ! bờ 
đứng (O¿) (h.10) : 3) Hãy tìm một cách khác để có lại được hai 
OA là dây với hằng phương trình ở câu hỏi 2). 
số xoắn C. 4) Xác định Ø\ và 6; theo hàm của thời gian, 
biết rằng hai đĩa được thả ra không có tốc độ 
ban đâu từ các vị trí Ø4 = Øạ và 6; =0. 
theo các góc 6 và 1) Một sợi dây xoắn thực hiện một ngẫu lực tỉ lệ 
Ø;, mà các đĩa đã với hiệu góc (Øị -Ø;) mà ta quay hai đĩa A và Ö : 
quay quanh VỊ FrÍ  H.1Q, Hai đanốivớinhau — Ở hình 11, ta đã phóng đại khá lớn tiết diện của 
cán bằng. bằng một dây xoắn. SỢI dây. 


Các vị trí của hai 
đĩa được xác định 


H.11b. Dây bị xoắn. 


H.11a. Dây đứng yên 
Ở đĩa A, dây AB thực hiện ngẫu lực kéo về với 
momen là —C(Ø —ạ). 
Ở đĩa B, dây AB thực hiện ngẫu lực kéo về với 
momen là -C(Ø; =6). 

Suy nghĩ một chút để không nhằm dấu của 
những momen này. Đừng quên rằng những ngẫu 
lực này là những tác động cơ nội của hệ hai đĩa 
và chúng phải tuân theo định luật tác dụng và 
phản tác dụng. 

Định lí động năng vận dụng cho toàn bộ, giữa 


Vậy cơ năng 3; của hệ được bảo toàn trong 
quá trình chuyển động. 
: 1,2 l2 
#ụ =%& +íp =.Jối +sJ6) MU, -8)Ÿ =dCte. 
2) Ta lấy đạo hàm phương trình đã có tương ứng 
theo đị (xem đ; không đổi) rồi lấy đạo hàm 
theo Ø› (xem đi không đổi ) ; ta được : 
JØ = -C(đ —6›) và JØ;› =+C(đ\ —6;) % 

Chú ý : Ta không quên rằng các momen của các 


ngẫu lục kéo vê thực hiện tương ứng lên A và B 
liên quan đến thế năng &p bởi : 


-| đếp | =_c(@ —6;) đối với A ; 
đối }, : 
2 


-| đẾP | =_C(ø,~Ø;) đối với B. 
đ6; J„ " 
1 


hai thời điểm gần nhau cho ta : 3) Dĩ nhiên là ta có thể tìm lại được hai phương 
trình trên bằng cách vận dụng riêng rẽ cho từng 
đĩa định lí momen động lượng theo cách chiếu 


4218 +28 ] =~C(6; 6; ) đới 
lên trục quay thẳng đứng (2). 


—C(6® -6))d6› = öWj, NI : 
( z ) ° KỆ 4) Lấy tổng và hiệu theo từng vế của hai phương 
trình vi phân ta có ổ + ổ› =0, từ đó đi +; =6), 
tính đến các điều kiện đầu. 

J(ỗ -Ø›)= -2C(6, — 6), 


từ đó Ø, - Ø› =Øạcos@2: với Ø7 ==. 


vì chỉ những ngẫu lực mà dây xoắn thực hiện 
mới cung cấp một công khác không (ở đây 
tương ứng với một công đMjn( của các tác động 
cơ nội lên hệ). 

Ta nhận xét rằng công của hai ngẫu lực bằng vi 
phân của một hàm và như vậy ta có thể định 
nghĩa một thế năng đ› bởi : Từ đó ta được : 
ðMjm = -dấu = ~đếp 6= s6 (I+cos2/) và Ø; = Sổ) (1- cos.20) 


NX`.. 2 
từ đó ấp = ấn. = 2C - 6,) : Hai đĩa dao động ngược pha với nhau. 


) Để luyện tập : Bài tập 1,2 và 3. 


2.3.2. Dùng nguyên hàm của năng lượng 
Điều quan trọng cân chú ý là nguyên hàm của năng lượng cho phép xác 
định chuyển động của một số hệ cơ phức tạp nào đó (rõ ràng là với điều 
kiện là chúng phải bảo toàn !) với một cách giải nhanh và đẹp. Đặc biệt là 
trường hợp mà chuyển động đủa hệ hoàn toàn xác định chỉ bởi một thông 
số. Gọi v là thông số đó, nguyên hàm của năng lượng dẫn đến phương 
trình dạng : 

£@)#f +£(Y) = cleA, 


ở đây #z) là một hàm dương của v (vì (0ˆ là động năng của hệ) và 
ø(z) là một hàm của x (biểu điễn thế năng). 


Tả 


Hằng số A là bằng cơ năng và được xác định bởi các điều kiện đầu. 

Chú ý : 

Trong trường hợp một chuyển động có nhiều thông số, đôi khi có thể đưa về 
một phương trình có dạng như trên bằng cách kết hợp một hoặc nhiều 
phương trình khác với nguyên hàm của năng lượng ; ƒ (œ)47 đĩ nhiên không 
còn là động năng (nhưng Ñx) vẫn còn là dương) g(+) không còn là thế năng. 
Thí dụ như một hạt M dịch chuyển trong trường lực xuyên tâm có quỹ đạo 
phẳng xác định bởi các thông số r và 9 (h.12). 


Nguyên hàm của năng lượng cho ta : 2m0? + r?6?)+ bŒ)= ctecẲM - 
Theo định luật về diện tích thì r”Ö = cteC ,từ đó khử Ö ta có : 
II : 
—m†“ +| ~>m~—+ ' =ÉM › 
2 Ệ s ñ M 


đúng là ta tìm lại được phương trình dạng ƒ()£? + gữ) = cte A. 
Nghiên cứu đồ thị hàm g(+) cho ta xác định nhiều điều vê chuyển động 
của hệ nghiên cứu. Giả thiết rằng đường cong của hàm g(z) có dạng như 
vẽ ở hình 13 và ở thời điểm đầu hệ được buông ra từ vị trí xọ không có 
vận tốc xuất phát; vậy ta có : 
8Œọ)=A 

Gọi x„, và x„; là những giá trị của x tương ứng với ø(+) cực tiểu và cực đại. 
Những giá trị cho phép của x chỉ là những giá trị thỏa mãn : 

#œ)SA =gGạ) vì ƒ(+)#” + g(+) =cteA với Ñx) dương. 


N Trong trường hợp (H.13) ở đấy xọ = xạ, hay xọ = xa : 
(A= 4a với ø(x„)< 4a <g(xj¿)), x chỉ có thể dao động giữa các giá trị 
*2 và *3. 
Đặc biệt là nếu hệ được buông ra không có vận tốc đầu từ vị trí x„,, hệ cứ 
đứng yên ở vị trí đó (trong những điều kiện này, x; = x4 = x„,). Các giá trị 
xạ, của x ở đấy hàm g(+) là cực tiểu là một vị trí cân bằng bên của hệ. Có thể 
tnh chu kì của những dao động nhỏ của hệ quanh vị trí cân bằng bển x„„. 
Đạo hàm phương trình ƒ)4Ÿ +g(x)=A, sau khi giản lược +#, ta có : 

dỂ .2 .... đØ 

_—x +2f(x)z+—==0 (l) 
:8 #Œœ) Hệ 


sau đó đặt x= x„+£ và tuyến tính hóa phương trình trên (l £ l là rất 


“nhỏ”}Y” , 
R d”g dg 
2ƒŒ)Ê + PT c=0 "(#) =9] (2) 


2 
Biết rằng các hằng số ƒ(x„,) và li] là dương, phương trình vi phân 
dx 
Äm 


của £ mà chúng ta vừa tìm được có nghiệm hình sin với vận tốc góc 


VAN, 4 27 
và có chu kì T=——. 
LÙ) 


6-CHVR 


quỹ đạo 


o V772 n5 104 : 
H.12. Hại M trong trường các lực 
xuyên tâm. 


(*) 4Ÿ=€?: số hạng bậc hai, bỏ 
qua. 

*=£: số hạng bậc l, vậy ƒ@) 
được thay thế bằng ƒ(xạ); 


- de - 
khai triển be đến bậc 1 : 


4\ _(4#\ „„Í #z 
đx bố Sở Xm | dx? X, 


` 
Ó XiIXạ Xm Xị XM X4Xs * 


H.13. Đồ thị của hàm g (3). 


I Trong trường hợp (0.13) mà ở đấy xọ = xị (A= Ai với Ai > @(XM)), 
hay xọ =x4(A=4), hay xo =xs (A= 4s với 4s <£(Xm)) ta nhận 
thấy rằng x có thể phân kì. 

Vị trffXM có một vai trò đặc biệt. Nếu từ vị trí này hệ được buông ra 
không có tốc độ ban đâu, phương trình vi phân (1) cho ta thấy là hệ cân 


l#) =0] nhưng phương trình vi phân (2) xét ở xạ; cho (ta 
ẦM 


thấy rằng một khi hệ ra khỏi vị trí này một chút thì hệ cứ tự ra xa thêm vì 


2ø 
: ) là âm. 
% 


2 


hằng số ƒ(x„) là dương và | 
'M 
Các giá trị vụ; của v mà ứng với giá trị này ø(y) là cực đại là vị frí cân 


bằng không bên của hệ. 


Z1 dụng 2 


Chuyển động của hai thanh nối khớp 
Xét hai thanh như nhau, đông chất, ÓOA và OB 
nối khớp với nhau ở A (mỗi thanh có khối lượng 


4 : 1 
m, chiều dài 2b, momen quán tính 7=. mb? 


đối với trục vuông góc và đi qua tâm của thanh). 
Ó là cố định và đâu múi B có thể trượt không ma 
sát theo trục nằm ngang (O9); hệ nằm trên mặt 
thẳng đúng (Ox¿) của hệ quy chiếu GalHilé. 

Các liên kết ở A và ở Ó là hoàn chính, cho phép 
góc ơ có tất cả các giá trị giaa Ó và œ Mội lò 
xo xoắn với hằng số đàn hôi C liên kết ÓA và 
OB và thực biện ngẫu lục (-2Cơ) gia hai 
thanh. Ở thời điểm đâu, hệ được buông ra từ vị 
trí œ= ơu không có tốc độ đấu. 

1) Xác định là có tôn tại và tính ổn định của các 


¬ : 2Ö2€ 
vị trí cân bằng. Đặt p= ———. 


nẹb 
zẠ 
lò xo 
+ 
ể 
ơ 
—-—> 
O B x 


H.14. Hai thanh có khớp nối trên mặt dất. 


2) Tính chu kì của các dao động nhỏ của hệ 
quanh vị trí cân bằng bên với p = 2, và p = 0,9. 
Cho biết : b=1 m; g=9,81 ms 7. 
1) Vì không có ma sát (không có ma sát ở khớp 
nối ở Ó và A, không có cả ở chỗ tiếp xúc giữa 
thanh AØ và trục (Óy)), cơ năng của hệ được 
bảo toàn : 
=9 +p =Cle. 
Thế năng # bao gồm : 
* thế năng do trọng trường : 
2mgbcosø (+cte), 
*® thế năng của lò xo : 
l 2 
—C(2z)“, 
5 ( 
vậy tổng cộng là : $ = 2mgbcosư+ 2Ca”(+cte), 
ta còn có thể viết dưới dạng : 
# = mgb(2 cosơ + pơ”X+ cle), 
ở đây có đưa vào thông số p định nghĩa ở đề bài. 
Các vị trí cân bằng tương ứng với các giá trị œ 
làm cho #5 cực trị ; ta hãy tính đạo hàm của 4 : 
d% 
——=2mgb(—sinø + pø}. 
dạ = 2mgb( pø) 
Đạo hàm này triệt tiêu khi sinø = pø: ta vẽ ở 
hình 15 các đô thị của hàm yị =sinø và 


a=pœ đối với những giá trị khác nhau của 
thông số ?. 


Sài 


¿I2 


p<l 


O Œp TU œ 
H.15. Đồ hị của hàm vị =sina và yạ = pữ. 

Ta nhận thấy rằng khi p >1, chỉ có một vị trí cân 
bằng œ¿ =0 và khi p< 1 có hai vị trí cân bằng là 
ứ¿ =0 Và ơ, =ơo xác định bởi sinơg = pøg. 
Tính ổn định của các vị trí cân bằng biết được 
theo dấu của đạo hàm bậc hai của ấ› ; đạo hàm 
d 


2 


bậc hai này là = 2mgb(—cosơ + p). 
dư 

Nếu cosz, <p, đạo hàm bậc hai là dương, › 

là cực đại ở ø„, cân bằng là không bền. 

Nếu cosz, > p đạo hàm bậc hai là âm, ổp là 

cực tiểu ở z„, cân bằng là bền. 

Đối với p>l,øœ„¿=0 vậy đó là một vị trí cân 

bằng bền. 

Đối với p<l,œ¿ =0 là một vị trí cân bằng 

không bên và ø¿ =z¿ là một vị trí cân bằng bên 


SỈ Øo 


VÌ ~COSỚ, +j=—COSớn + 
đo 


(yơ 
“ezi|=1+ = nÌ»o, 
đo 


Chú ý rằng đối với p = I, z¿ =0 là cân bằng 
phiếm định. Ta vẽ ở hình 16 đường cong biểu 
diễn thế năng theo hàm của øz đối với các giá trị 
khác nhau của p đấy #›(0) = 0). 


ép 


ï 
h 
h 
h 
ì 
h 
' 
' 
' 
' 
' 
1 
1 
1 
\ 
I 


O 
(a) 
H.16. Các đường cong biểu diễn thế năng #®(œ). a. Đối 
với p> 1, ứơ¿ =0 là một vị trí cân bằng bên. 


2) Động năng của thanh ÓA được tính theo định 
lí HUYGENS : 


1 - 2 : 
'XV.OA = 2 + mb? )ởˆ = ba : 


Động năng của thanh Aÿ được tính theo định lí 
KŒNIG : 


1 1. 
Ố% AB = =mu(Gag)Ÿ t6: 
: 2 2 
Biết rằng Ođag =3 sinzế¿ +bcosz,, ta suy 
Tả : 
0(GAp) = 3bcOSđở ở 6y — bsinứ ở ở; 
2 
và 'X.AB= mb“¿” § +4coŸ z) : 
Tổng cộng lại, động năng của toàn bộ là : 
Ị 
% =.OA +'x,AB = 4mb “ở” [qxesz], 


và sự bảo toàn cơ năng của hệ, có chú ý đén các 
điều kiện ban đầu, cho ta : 


4mb?¿? Ệ +cosˆ z) +mgb(2cosơ + pa”) 


=cle 

=mgb(2cOsứg + pơ). 
Đặt z=ø, +£ (với ơ¿ =0 hay øo, và e là rất 
nhỏ), thực hiện khai triển biểu thức trên giới hạn 
ở các số hạng bậc 2 của « 
Biết rằng : 


$(ø)= #(œ, + €) 


ˆ-20s5 
=#6+|[S#] cac LẺ, 3 c?' 
| Ẳ ớ, 2| dư » 


cte Ệ) 


b. Đối với p < 1, ¿=0 là một vị trí cân bằng không 
bần và ơ, =ứa là một vị trí cân bằng bền. 


tả CÓ : 
I : 
4mb” Ệ +cosˆ Ớ, }° 


2 
+2m gb(—cosơ, + p)£“ = cte, 


rồi lấy đạo hàm, sau một vài phép giản lược, ta có : 


Eì 
KIE +0” ø„]ẽ + g(—cosớ, + p)£ =0. 


Ta nghiên cứu các trường hợp :; 


* đối với p > 1, œ¿=0 vị trí cân bằng là bên. 


Phương trình trên dẫn đến : 


mà nghiệm là hình sin có chu kì : 
lóú - 

3œ) 

Thay bằng số: p= 2,7) =4,63s; 


Tì =2Zz 


* đối với p > 1, œ¿=0 là vị trí cân bằng bên. 
Phương trình bấy piờ được viết thành : 
và SƠ — COSớ 
£C= nh Nc, 
4P 1+ 3cos“ ơo 


và nghiệm hình sin có chu Kì : 


4b(1+ 3cos” øo) 

36(? — COSØg ) 
Thay bằng số: p=0,9, øg =0,79 rad hay 45° 
và 7= 8,25 s. 


T2 = 27 


ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 


m ĐỊNH LÍ VỀ ĐỘNG NĂNG 


(HAY LÀ CÔNG SUẤT ĐỘNG NĂNG) 


« Định lí về công suất động năng đối với một vật rắn trong hệ quy chiếu Galilé Z. 


Đối với vật rắn chuyển động trong hệ quy chiếu Galilé đạo hàm của động năng bằng công 
suất của các tác động cơ ngoại tác động lên vật rắn : 


d& 


đ 


=: đã 
— XE 


» Định lí về động năng đối với tập hợp .Z các vật rắn .Z trong hệ quy chiếu Galilé Z 


d& 
đí 


` 


Mặc đầu định luật tác động và phản tác động cho thấy tổng các tác động cơ giữa các vật 
rắn ⁄; là bằng không, không có lí do gì để công suất các tác động cơ nội .Z là bằng không, 


và điều tiên nghiệm là không bằng không. 


« Định lí về công suất động năng và động năng đối với một hệ kín .Z bất kì trong 


hệ quy chiếu Galilé 
d& 
đí 


-=§yt tin: 


từ đó lấy tích phân giữa hai thời điểm í¡ và f¿ ta có : 


«& (;) - & (fị) = Wtyt + Wimt 


«œ 


Biến thiên động năng của một hệ kín Z bất kì trong hệ quy chiếu galilé # giữa hai thời 
điểm là bằng công của tất cả các tác động cơ ngoại và nội tác động lên hệ # giữa hai thời 
điểm đó. 


» Định lí về công suất động năng đối với một hệ kín Z bất kì trong hệ quy chiếu 
không galilé #Z? '. 
Trong một hệ quy chiếu không galilé Z? ', ta phải thêm công suất của các lực quán tính kéo 
theo vào biểu thức của định lí công suất động năng : 
dễ'k 
dí 


= #'„t† # im(† # 


s Công suất của các tác động cơ nội 
Công suất, và như vậy công, của các tác động cơ nội đối với một hệ không phụ thuộc vào hệ 
quy chiếu trong đó ta tính chúng : #'; = #';m: 


» Định lí về công suất động năng (và động năng) của một hệ kín ‹ bất kì trong :: 
quy chiếu trọng tâm Z 
Trong hệ quy chiếu trọng tâm Z?*, mà tiên nghiệm không phải là galilé, các định lí về công 
suất động năng và về động năng được viết như là ở trong hệ quy chiếu galilé : 
d& 
d 


=ø tên và %@)- # ()= WSy + 


Cơ năng của một hệ chất 

e Cơ năng ấ; của một hệ Z là tổng động năng ốy và thế năng ốp (nội và ngoại) : 
ếM =Ô +ốp =ốK tốp, TÊP,„.- 

Định lí động năng đối với một hệ kín Z dẫn đến d ấy = ôWj;c, ở đây ôWc là công nguyên 


tố của tất cả tác động không bảo toàn (tác động nội và ngoại không dẫn suất từ một thế 
năng nào). 


e Hệ kín được gọi là bảo toàn nếu : 

s Tất cả các tác động cơ tác dụng lên Z là dẫn suất từ một thế năng. 

° Các tác động cơ tác dụng lên Z mà không phải là dẫn suất từ một thế năng đều không 
làm việc. 

Cơ năng ấ¡ của một hệ kín và bảo toàn là được bảo toàn trong quá trình chu:ển động. 
Phương trình ổn =ốy +ếp tiếp =cte là một nguyên hàm của chuyển động :đó là 


nguyên hàm của năng lượng. 


e Trong một hệ quy chiếu không galilé, các kết quả trên còn có giá trị với điều kiện là có 
tính đến công của các lực quán tính kéo theo, chúng có thể xem như là dẫn suất từ một thế 
năng. 


Đài tập có giỏi 
Tao động của một thanh trên nửa vòng tròn 

ĐỀ BÀI 

Một thanh đồng chất A, tâm C chiều dài 2/, momen quán tính J = 2ml 


đối với trục vuông góc với thanh và đi qua C, trượt không ma sát bên 
trong một nửa vòng tròn tâm Ó bán kính R S., Nửa vòng tròn này 


3 
nằm trong mặt thẳng đứng (Óxy) của một hệ quy chiếu galilé. 
1) Tìm phường uìni, ví phân mà góc Ø là nghiệm, góc Ø xác định bởi 
6 =(0x, ÓC). 
2) Tính chu kì các dao động nhỏ của thanh quanh vị trí cân bằng của nó. 


LỜI KHUYÊN GIẢI 


Chúng tôi đưa ra nhiều cách giải | 1L) Trước hết chú ý là trong quá trình 


với mục đích có thể so sánh ưu chuyển động : 
điểm hay nhược điểm của từng | ° thanh Á luôn luôn vuông góc với ÓC ; 


* khoảng cách ÓC không đổi và bằng : 


OC=RẺ ~ÍÊ =Š, 


I Phương pháp thứ nhất (phương pháp “cổ điển”). 


cách. 


s» Trong hệ quy chiếu galilé, áp dụng cho thanh định lí về quán tâm. Kí hiệu 
(Nay,N„) và (Ng,,Ng,) là các thành phần của các phản lực 4 và 
W pg của nửa vòng tròn lên thanh, chiếu lên các trục tọa độ cực ở, và đa: 

—  mRỖ = Nựy + Ngạ + mẹcos6 

2mRố! = Nào + Ngạ — mgsin6 ; 


s Trong hệ quy chiếu trọng tâm của thanh, áp dụng cho thanh định lí 
momen động lượng ở C, khi chiếu lên Óz : 

Jồ=(CAA ÑA+CAA Ñg).w, = l(Ny — Ngự). 
Vì không có ma sát, phương của các phản lực W4 và N p i qua Ó và 
gọi W)x và Wp là cường độ của các lực đó, ta có : 


Z__ Na #3 
Nar=-NAcos—=-—“>;y Nụ =Ngsin—=-——NA; 
Ar A ` 2 4a Awne=r.sA 


Ta nhận thấy rằng phương pháp Vậy khử Nx và Wpg trong các phương trình trên sau “vài” phép tính ta có : 


này không hay. Hai phương pháp 8= Š-quổ- 
tiếp theo đây sinh động hơn. R 


Đối với phương pháp cuối này 
cần ngẫm nghĩ một chúi. Trong 
thời gian đâu, có về như là 
phương pháp năng lượng là thích 
hợp nhất cho bài toán này. 


M Phương pháp thứ hai (phương pháp năng lượng) 

Áp dụng định lí động năng cho thanh trong hệ quy chiếu Galilé. Chỉ có 
trọng lượng làm việc, vì không có bất kì ma sát nào, cơ năng của thanh là 
một hằng của chuyển động. 


3y + b = ClG, 
VậY : 2m2(C)+ 2 J6? +78. Oễ= Cle, 


với ø(C)= Tp, 
2 
Ta có : 
h2, suế.. 
—mR“ 8ˆ +—mgÑ cos8 = ctc, 
4 2) 


và sau khi lấy đạo hàm ta lại tìm được phương trình trên. 
â Phương pháp thứ ba 


Ta có thể xem rằng trong quá trình chuyển động tam giác OAØ là không 
biến dạng. Vậy ta có một vật rắn (mà khối lượng phân bố ở cạnh 4Ø) 
quay quanh một điểm cố định Ó ; momen quán tính của vật rắn này đối 
với trục (Óz) được tính như định lí HUYGENS : 


] 
Jọy =J+ mÓC” = 00) : 


Bấy giờ ta áp dụng định lí momen động lượng của vật rắn này ở Ở trong 
hệ quy chiếu (Ó; +, y, z), chiếu lên (Óz) : 


. `... R. 
Jo¿ÐØ = (ÓC A mỹ). ¿; = SG nHng 
và ta tìm lại được cùng một phương trình. 


2) Vị trí cân bằng của thanh rõ ràng là được xác định bởi Ø=0. Khi Ø 
nhỏ, độ nghiênp Ønghiệm đúng phương trình : 


ổ=—Š-6, 
R 


và thanh thực hiện những dao động hình sin chu Kì là : 


T2 ĐỀ, 
§ 


Đài tấp 


ẤP DUNG TRỰC TIẾP GIÁO TRÌNH 


“Í chuyển động của một thanh tựa lên tường 
Hệ quy chiếu trái đất được xem là galilé. Một thanh 
AB, đông nhất, chiều dài 2b tâm G ở giữa của AB, 
một đầu đặt lên mặt đất nằm ngang, đầu kia tựa lên 
bức tường thẳng đứng. Vị trí của thanh được xác định 
theo góc œ=(Óx,OG). Các tiếp xúc ở A và ở B 


được xem là không ma sát. 


1) Viết nguyên hàm của năng lượng với giả thiết rằng 
ở thời điểm đầu thanh đứng yên với độ nghiêng ø,. 

2) Tính phân lực #„ của bức tường lên thanh và từ 
đó suy ra ở độ nghiêng øi nào thanh rời khỏi bức 
tường. Cho momen quán tính của thanh so với trung 


trực là J = mÖỸ, 


€ Chuyển động của một hình thoi nối khớp 


Bốn thanh giống nhau (mỗi thanh có chiều dài b, khối 
lượng m và momen quán tính đối với trục vuông góc 


với thanh và đi qua điểm giữa là 7 =1. mô”) được 


nối với nhau làm thành một hình thoi biến dạng được 
(tất cả các khớp nối là không có ma sát). 


Bốn lò xo giống nhau, hằng số đàn hồi là k, khối 
lượng không đáng kể, chúng nối với nhau tại điểm Ó 
và nối với bốn đỉnh A, B, C và D của hình thoi. 

Tập hợp tạo ra như vậy nằm yên không ma sát trên 
một mặt nằm ngang trong hệ quy chiếu galilé. 


Ta đo độ biến dạng của hình thoi bằng cách đo góc # 
giữa đường chéo AC và cạnh AB. 


Các lò xo có độ dài tự nhiên của chúng khi ø “- 


Đâu tiên hệ được giữ cho biến dạng với góc ứo rồi 
được buông ra không có vận tốc ban đâu. 


1) Xác định phương trình vi phân mà ‡óc ø tuân theo. 
2) Trong trường hợp mà øạ gần n xác định diễn 


biến của ø theo thời gian. 


Tính chu kì của các dao động nhỏ của hệ. 


3 Chuyển động của một dây xích trên bàn ˆ 
Hệ quy chiếu trái đất được xem là galilé. Một dây 
xích AB đồng chất, không đàn hôi có độ dài ở và khối 
lượng m, đặt ở mép của một cái bàn nằm ngang, mút 
B của dây xích nằm cách rìa bàn một khoảng b. Dây 
xích được thả lồng không có tốc độ đâu. 

Một mặt ta xem như không có ma sát bên trong dây 
xích mặt khác cũng xem là không có ma sát giữa bàn 
và dây xích. 

Ta hãy nghiên cứu sự rơi của dây xích trước khi mút 
B chạm đất. 


1) Dùng phương pháp năng lượng, xác định phương 
trình vi phân của tọa độ x của mút Ö của xích theo 
trục thẳng đứng (Øx) ở thời điểm (giả thiết là x < đ). 
Từ đó tm quy luật của x0). 

2) Xác định ở thời điểm / lực 8 mà bàn tác dụng lên 
dây xích. 


SỬ ĐIUNG NHŨNG ĐIÊU ĐÃ BIẾT 


† Dao động của nửa cái đĩa 
trên mặt nằm ngang 
“Tà xét nửa cái đĩa 2 đồng chất tâm C khối tâm Ở bán kính 
® và khối lượng mm. Hệ quy chiếu Trái Đất (Ở; x, y, z) được 
xem là Galilé. Tất cả đều ở trong mặt thẳng đứng 
(Ovy) 2 dịch chuyển không ma sát trên mặt nằm 
ngang (2vz). Ta kí hiệu 7 là điểm tiếp xúc piữa mặt 
đất và Z và vị trí của Z được xác định theo tọa độ x 
của tâm € và theo góc #=(C7, CƠ). Ở thời điểm 
ban đầu, ta thả nửa đĩa không có tốc độ đầu từ vị trí 
4R 


œ =ơg. Cho CƠ =b=——. 
3z 


Momen quán tính của Z đối với trục đi qua € và 


¬ 1 2 
vuông sóc với 2 là J7 m nhi 


0 hi N x 


1) Ứng dụng định lí tổng hợp động lực, biểu diễn tốc 
độ ø(Ơ) của khối tâm Ở theo hài của ð, z và ở. 

2) Tính độnp năng ếk của 2 theo hàm của 1, m, b 
và ư. 

3) Viết nguyên hàm của chuyển động ; sau đó lập 
một phương trình vi phân bậc hai của ơ. 

4) Giả sử rằng ø nhỏ : tuyến tính hóa phương trình có 
được và suy ra chu kì 7 của những dao động nhỏ của 
Z2 chung quanh vị trí cân bằng. Ban đầu biểu diễn 7 
theo hàm của 7, /#, 5, m và cường độ trọng trường g, 
sau đó biểu diễn theo hàm chỉ của Ñ và ø. 


Ð Chuyển động của dây trên ròng rọc 


Một sợi dây đồng chất, không đàn hôi, khối lượng ø¡ và 
chiều đài ¿ vắt qua một ròng rọc khối lượng ÄM, bán kính 


h 1 5 - 
R và momen quán tính J = 2MR” đối với trục. 


Ròng rọc có thể quay không 
ma sát quanh trục nằm 
ngang cố định trong hệ quy 
chiếu trái đất, được xem như 
là Galilé. 

Ở thời điểm đâu, hệ đứng 
yên hai mút của dây chênh 
lệch nhau một độ cao b. 


Xác định chuyển động sau đấy của hệ (với giả thiết là 
dây luôn luôn tiếp xúc với ròng rọc). 


BÀI GIẢI 


XÍ Ởáp dụng | của chương 2 đã nghiên cứu động học của thanh này. 

1) Khi không có ma sắt, các tác động tiếp xúc của mặt đất lên thanh 
và vách lên thanh được biểu diễn bởi hai lực (xem chương 5). R 4 tác 
dụng ở A là vuông góc với mặt đất và Ñ„ tác dụng ở B là vuông góc 


với bức tường. 


Do đó công của các lực của các lực tiếp xúc này là bằng không (Ña 
vuône sóc với dịch chuyên của A, và RÑp vuông gốc với dịch 
chuyên của B). Chỉ có trong lượng làm việc và cơ năng của thanh là 
không đôi khi chuyên động : 

đự = % + $ =ứe 
Động năng được tính theo định lí Koemig: 


l L2: | 1 2 
Ÿy =—mø(G}°+—~Jở? ==mb ở” +— mb°ở? =<mbả? 
2 2 2 6 3 
(vectơ quay ‹2_ của thanh là bằng €2 =—ởẽ, ) từ đó : 
2 2.2 : : 
'W F Tiện ở“ + mg bsinữ = mg bšin đớn. 


Chú ý : 
Rõ ràng là ta có thể tìm lại phương trình chuyển động này bằng cách 
vận dụng đối với thanh định 1í tổng hợp động lực và momen động 
lượng Ở Ơ, điều này cho tả tương ứng : 
: ¬" =- Ẹ mb(—äsinư - ở? @SØ) = Kp 
nư(Œ)= mg + RA +w, vậy () 
mb(ởœ§ơ ở” sing) = K4T—1g 


Biết rằng QÖ =-ởẽ, ta có : 
HT Km... .ẽ.. : 
—a mỡ, =GAA RA +ŒBA Kp vậy ~.mE=(Rjosơ—Rgảno). 


Khử RA và Rp đối với ba phương trình này và tích phân phương 
trình có được, ta có nguyên hàm của năng lượng. 


Như vậy qua thí dụ này ta thấy tính hiệu quả của nguyên hàm năng 
lượng (khi có thể áp dụng được) ! 

2) Để xác định Rp, chỉ cần thay thế, trong các phương trình (1), ở 
và ở bởi các giá trị của chúng theo hàm của œ (biểu thúc ở có 
được khi lấy đạo hàm theo thời gian nguyên hàm của năng lượng). Ta 
có được : 


3 3. ‹ 
p =— mgcosơ] —sinŒ —sinda |. 
2 2 
Thanh rời khỏi tường khi phản lực Rp triệt tiêu nghĩa là ứng với độ 


nghiêng œ, xác định bởi sin0ị = 2sing : 


e Hệ có thể trượt không ma 
sắt trên mặt nằm ngang. Ấp dụng 
định lí tổng hợp động lực cho 
toàn bộ hệ, chiếu lên mặt nằm 
ngang, ta nhận thấy rằng gia tốc 
của quán tâm O của hệ là bằng 
không (các lực ngoại không có 
thành phân năm ngang); chú ý 
đến những điều kiện đầu, O như 
vậy là cố định khi các thanh dịch chuyến. Tất cả các khớp nối của 
hình thoi là không ma sắt, cơ năng của hệ được bảo toàn trong quá 
trình chu 'yển động : 


A 


Í =#% +Ýop =œe 
Ta hãy tính động năng (của hình thoi ; đối với mỗi thanh ta có thể 


viết : 
| 1 LAN: 
#, =—mˆ(G¡)+—~Jởử” với 0?(G;)=| ~ở |, 
2 2 2 
vì môi khoảng cách OG, là không đổi và bằng 5 
Tổng cộng lại, đi với hình thoi, ta có : c Ni 


Thế năng tương ứng của các lò xo trong bốn lò xo là : 
+ Đối với các lò xo OA và OC: 


2 
ép, 0A = Ép, 0c Km: be) ` 


« Đối với các lò xo OB và OD: 


2 
ếp.og =ốn,op "| bsinơ — bế.) ; 


từ đó tổng cộng là : 
tp= 2(% oA+f? og)=2kb? [ — (eø in) 


hay ta cũng có thể viết dưới dạng : 


%$ “ziÏ -s|ø ¬] 


Từ đó để ý đến các điều kiện đầu ta suy ra : 


&v=;m8é'+adf[I-aø-5 Ì>e=st|tre{«=< 


2) Tính đạo hàm phương trình có được trên đây, sau một số ước lược 


ta có: 
.. r4 
=——sin | œ—— |. 
2m 4 


Z2 29 TH. ¿ VÀ m c ñ. sSuu (vú 
Nêu góc 0 gân với PRicoi2xu0p212l0-26 0T và (ta CÓ : 


g=-SÈ;~_-q? 


: k Z LÝ z sÀ ^^ À 
E, với q?= Rao , tính đên các điều kiện đâu ta 
2m 2m 


có nghiệm : £= z- [mm -g]eøl . Chu kì T của những 


3 1) Vì không có bất kì ma 
sắt nào, cơ năng của dây xích 
được bảo toàn trong quá trình 
chuyển động : 

& tứ =œe. 


Mỗi điểm của dây xích đều có tốc độ như nhau, động năng # của 


dây xích là : 
l2 
Ÿw =~ mkˆ. 
bất 
Chỉ trọng lượng của phần OB của dây xích làm việc : trọng lượng này 
đặt ở điểm giữa I của OB, thế năng của dây xích là : 
m \x 
đo =-| —xg |—(+dœe 
&=-|7w)sa) 
Từ đó chúng ta rút ra phương trình : 
1; †1 Ệ 


Pián —5mễ xỶ =de và lấy đạo hàm ta được St Số 


Tính đến các điều kiện đầu, đối với x ta có định luật : x = ph Jễ t, 


2) Xác định khối tâm Ở của dây xích: _ A(0, —(d ~ x)) 9o y 


mÖG == (xOÏ+(d~ x)0)), 


Định lí tổng hợp động lực mã(G) = mỹ + R, khi chiếu lên các trục ta 
được : 


2 


Tự +xŸ) = Ry + mg 


TIỆC +(d~x)#)= Ry 


Từ đó thay giá trị của x vào : 


“=.:. |z 
A,=m Ssa £=H 
Š›S bi Pha 2ch?,|Ê—I 
y =ng| TU đ”Nu 


Ta không nên ngạc nhiên khi tìm thấy thành phân nằm ngang Ry 


khác không mặc dầu không có ma sát : thật vậy, cạnh bàn tác dụng 
lên dây xích một lực không phải là thẳng đứng. Chính là lực đó làm 
cho tâm quán tính của dây xích dịch chu yến theo (Oy). 


đ† 1) Các lực tác dụng lên 2, trọng lượng mỹ và phản lực R đều 
thắng đứng (phản lực Ñ vuông góc với mặt (Oxz) vì không có ma 
sát). Ấp dụng định lí tổng hợp động lực, chiếu lên trục (Ox)Ia rút ra 
được là thành phân trên trục (Ox) của gia tốc của Œ là bằng không ; 
tính đến các điều kiện đầu thành phân trên (Ox) của vận tốc của G 
cũng là bằng không. Vậy ÒG có các thành phần : 


x+sinø x+ ở cosữơ =0 
R-bcoœ — từđó 0(G) |bsintở 
0 0 


và ?{0)= bsintớ ềy 
2) Động năng 2 được tính theo định lí KŒNG : 
# = m(GỀ + L1zđ2 =} mỹ sưê œd2+ L— mIÊ vi? , 
2 2 2 2 
3) Vì không có ma sắt, cơ năng của 2 được bảo toàn trong quá trình 
chuyển động #w; =Ý + Ÿp = de, từ đó : 


2U m# cos? œ}⁄¿? + mg(R~ bcosơ) = ce . 


Lắ \y đạo hàm ta được : 


(J— mửˆ cos” œ}ở + mÙ? cosơsinưở? 


+ mgbsinơư =0. 
4) Nếu œ nhỏ, phương trình trên được đơn giản hóa thành 
(J ~ mb?)ử +mpgbz=0 và nữa đĩa 2Ö thực hiện những dao động 
J— mb? 

mẹb 


mà 


nhỏ hình sin quanh vị trí œ = 0 với chu kì T =27r 


bằng cách thay J và b bằng các giá trị của nó, ta còn có thể viết : 


| 2_ 
T =2 (9ˆ —32)R 
27g 


® Chúng ta đưa ra hai phương 
pháp giải 

1) Áp dụng định lí động năng 
cho toàn hệ (ròng rọc + dây) 
Gọi z là modun dịch chuyển của 
mỗi một điểm của dây so với vị 
trí ban đầu tại thời điểm t (ta giả 
thiết rằng z < h). 


Ở thời điểm này ròng rọc đã quay 

một góc Ð xác định bởi z= R6. 

Động năng của hệ là ñ„ = 1 „2 + y2 "| 2+»|# 
2 2 2L 2 


ròng rọc đây 
Trong quá trình chuyển động chỉ các trọng lượng của các đoạn AA" 
và BB' của dây là làm việc. 
« Đối với AA”, chiều dài (h - z), công suất của trọng lượng là : 
2ÀA:= —“(h-z)g¿ 
â 
Chú ý; 
Tắt cả các điểm của đoạn AA' có cùng vận tốc -- ; công suất Ø4: 


có được bằng cách cộng tất cả các công suất nguyên tố : 


#ÀA:= =zz] 


dm.. Kết quả này tương tự hoàn toàn với kết 
đoạn AA' 


quả ở bài tập 3, vì rằng : 

dổp,AAC ... mị 

# =_đ'P:AA. , VỚI đP, A4! =- “Š(h—z). 
đí 2a 

« Đối với BB' có chiều dài là (h + b + z) công suất của trọng lượng là : 

Øng =+ “(h+b+z)g?. 

4 
Từ đó, tổng cộng là Ø = Øã ¿+ đ»;pg“ =““(b+22)g 2 . 
a 
Am... Ẩ ga z M „ — T 
Định lÍ vê công suất động năng cho ía : Tờ 7=—(b+22)g. 
Ạ 


2) Áp dụng định lí momen động lượng đối với toàn bộ (ròng rọc + 
đây) chiếu lên trục quay. 


Momen động lượng của toàn bộ đối với trục quay là : 


L=2MR)Ô+“ h~2)RZ+ “ R)R¿+ “(h‡b+2)RZ 
a a a 


c=—+ T12. —v—— S2 
ròng rọc đoạn AA' đoạn A'B' đoạn BB' của dây 
của dây của dây 


M 1à 1n nh 86 sẽ 
vậy L= lý + n)# 2 vi chiêu dài tông cộng của đây là băng : 


a=(h-z)+zR+(h+b+z7). 


Trong số các lực ngoại, chỉ các trọng lượng của các đoạn đây AA' và 
BB' l có momen khác không so với trục quáy : 


“4 =—==(h— z)Rg +^—^(h+b+ Z)Ñg =— (b+22)Ñp 
a Ạ Ạ 
Ấp dụng định lí momen động lương, ta tìm lại được phương trình : 
M : đế chị ĐP: 
(# n)z = “ tb+2z) g. Tích phân của phương trình này. chú ý 
4 


$. đn ÿ 
M+2ma. 


đến các diều kiện dầu, ta được : z =.(thet -l) với œ 


TIẾP XÚC GIỮA 
HAI VẬT RĂN 
ĐINH LUẬT VỀ 
MA SÁT 


Mớ d ầu 

Chắc chắn anh thường nghĩ rằng ma sát là những 
hiện tượng có hại (ngoài ra trong nhiều bài tập, ma 
sát được bỏ qua để khỏi dẫn đến những phép tính rắc 
rối), người ta phải giảm tối thiếu ma sát trong các 
máy và điều này là đúng ở một chừng mực nào đó. 


Nhưng anh đã bao giờ đặt câu hỏi: trong cuộc đời 
anh, nếu không có ma sát thì sẽ ra sao ? Lúc đó, anh 
hãy tưởng tượng là anh luôn luôn phải đi bộ, phải lái 
xe trên mặt đất hoàn toàn bị đóng váng băng và hãy 

thử đóan trước tất cả các hệ quả xảy ra (hay là tất 

cả tác hại !). 


Nhà vật lí học người Pháp Charleš Augustin 
Coulomb (1736- 1806), được mọi người biết đến vì 
các công trình về điện, cũng có nghiên cứu nhiều 
trong lĩnh vực cơ; ông đã công bố vào năm 1781 một 
tập kỷ yếu có tên là “Lí thuyết của những máy cơ 
đơn giản ” trong đó ông nghiêh cứu về ma sát giữa 
hai vật tiếp xúc nhau. 


Mục rTIÊU 
Các tác động cơ về tiếp xúc giữa hai vật 
rắn. 


Định luật COULOMB về ma sát rắn. 


TIỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 
8 Động học vậtrắn. — 
§ Các định lí cơ bản về động lực của hệ. 


Các khái niệm cơ bản về toocsơ. 


' Nghiên cứu động học 


Chúng ta hãy tổng quát hóa một số khái niệm đã đề cập đến ở cương 2, chúng 
tôi đề nghị bạn đọc đọc lại chương đó trước khi tiếp tục theo đõi chương này. 


1.1. Vận tốc trượt 
Xét hai vật rắn . và Z chuyển động trong hệ quy chiếu Z sao cho chúng 
luôn luôn tiếp xúc nhau; sự tiếp xúc có thể thể hiện : 
* bởi một mặt chung (hình la) ; 
* bởi một đường chung (hình 1b) ; 
*® bởi một hay nhiều điểm chung (hình 1c). 
Như vậy tôn tại ít nhất là một điểm 7z của .Z trùng hợp với một điểm 7s: 
của 2 ở 7 ở mọi thời điểm ¡. 
Người ta gọi ø„ là vận tốc trượt của Z trên È tại Ï ở thời điểm / là 
vectơ (hừnh 2a): 

0„() = 0y), — 0; )/zx- 
Vận tốc trượt của .Z trên Ð tại Ï cũng là vận tốc của điểm I„¿ của Z7 
trong hệ quy chiếu Z§. gắn liền với Ð (hình 2b): 

0„(D= 0z), 


Trong nhiêu trường hợp, ta phải ñghiên cứu chuyển động của vật rắn .⁄ trên 
một đế rắn Z cố định trong hệ quy chiếu Z : Z lúc đó trùng hợp với Z. 
Chúng ta piä sử rằng luôn luôn có một mặt tiếp xúc Z chung với .Z và với 
Zở mọi điểm / (vậy chúng ta loại trừ, không nghiên cứu, thí dụ về hai 
hình chóp tiếp xúc nhau ở đỉnh !). Trong trường hợp này, vận tốc trượt 
ø„ dĩ nhiên nằm trong mặt Z. 
Thật vậy, nếu không như thế thì có nghĩa rằng . lún vào trong Z (điều 
này rõ ràng là không thể được !) hay ngược lại, ‹ rời khỏi Z (lúc đó 
không còn tiếp xúc nữa và rất trái với giả thiết của chúng ta). 
Người ta nói rằng .Z không trươt lên > nếu vận tốc trượt bằng không 
ở mọi điểm tiếp xúc, ở mọi thời điểm : 

¿(=0 


Chú ý - 

Ở điểm tiếp xúc ! có hai điểm khác nhau nhưng tràng với nhau : điểm 1l 
thuộc về .#, điểm kia là Iy thuộc vê 5 

Trong trường hợp tiếp? xúc điểm (hình 1c) hay trong trường hợp tiếp xúc là 
theo một đường thẳng (thí dụ như trường hợp một hình trụ trên một mặt 
phẳng (hình 1ÐĐ)), đôi khi tiện lợi là đưa thêm định nghĩa một điểm thứ ba - 
điểm tiếp xúc hình học ï là điểm tiếp xúc ở mọi thời điểm (điểm này thường 
uyên là tiếp xúc với :# và 3) và ta đã nói vê điều này ở chương 2. 


1.2. Lăn và quay của Z đối với 3` 
Trong hệ quy chiếu Z?, ta có thể đưa vào các vectơ quay 2„ và 2; của 
những vật rắn .Z và Z. Các tốc độ của một điểm 4⁄z của .Z và của một 
điểm /z của .Z tiếp xúc với Xở 7 liên hệ với nhau bởi : 

2(Mø) =0(y) +2 ^IM 


H.la. Mặt tiếp xúc giữa hai vật rắn. 


H.1b. Đường tiếp xúc giữa hai vật rắn. 


hình trụ 


ma ở ũr)/„ < 


H.2a. Vận tốc trượt trong Z? : 
(=0 y)¡£@ 0t y)¡a. 


ĐÓ OLÔ 27 cế định 


xz 


H.2b. Vận tốc trượt trong Ry - 


0(h = U(T; J4, 


Cũng vậy, các vận tốc của một điểm My của Š và của điểm 7; của X 
trùng với điểm /¿ của ở ï, nghiệm đúng: 

Ø(M>)=0qy)+Õy A^IM 
Vectơ quay tương đối Œ⁄/>z của .7 đối với 5, nghĩa là vectơ quay 
của #Z trong hệ quy chiếu Z2; gắn với Y: 

@z¡x =Ôy„-Ôy, 

có thể phân tích ra thành tổng của hai vectơ (hình 3) : 
* một vectơ (2„; vuông góc với mặt phẳng tiếp xúc # ở I: đÖ„y được 
gọi là vectơ quay của sự xoay; 
° một vectơ đÖr nằm trong mặt phẳng tiếp xúc # ở ï : Ổr được gọi 
là vectơ quay của sự lăn. 
Ở hình 4 chúng ta giả thiết là vật rắn E là một đế mà mặt trên phẳng, cố 
định trong Z? và trên đó vật rắn .Z dịch chuyển theo cách lăn hoặc (và) 
xoay; chúng ta đã đặt : 2 = 2+ = 2ø, 
Trong tất cả các áp dụng của sách này, chúng ta chỉ xét các chuyển động 
đơn giản của vật rắn như là Z trên đế Z của chúng : 
* các vectơ Ø„ và Ố; có phương không đổi trong quá trình chuyển động; 
* ⁄ sẽ lăn không xoay trên 3, hay Z sẽ xoay không lăn trên >, hay ớ” sẽ 
chuyển động tịnh tiến trên Z. 


2 Các tác động cơ tiếp xúc 


2.1. Mở đầu 

Ngay cả khi ta nói vẻ tiếp xúc điểm giữa hai vật rắn .Z và Š (trường hợp 
quả cầu trên mặt phẳng), hay tiếp xúc dọc theo một đường (trường hợp 
hình trụ trên một mặt phẳng), thực tế luôn luôn có một mặt tiếp xúc (có 
thể mặt đó là rất nhỏ) chung giữa hai vật rắn. Các tác động tiếp xúc là kết 
quả của tương tác giữa các hạt của .‹ và của 3, ở chỗ mặt tiếp xúc này; 
các tác động này đều có tầm rất ngắn. 

Ở đây chúng ta không nghiên cứu những tương tác vi mô và ta thừa nhận 
là ở tắm vĩ mô, tác động cơ vẻ tiếp xúc của vật rắn Š lên vật rắn .Z được 
biểu diễn đầy đú bởi toocsơ . xác định bởi : 

* tổng hợp lực # của nó ; 

* momen của nó đối với điểm tiếp xúc Ï : .¡, tiếp xúc - 

Theo định luật tác động và phản tác động, ⁄ thực hiện lên 3X toocsơ đối lập : 

* có tổng hợp -Š; 

* có momen đối với Ï, —.⁄f7, tiếp xúc . 

Rõ ràng là các tác động cơ tiếp xúc xuất hiện như là các tác động chưa biết. 


Chú ý - 

Không thể khác được vì các tác động cơ tiếp xúc là tổng hợp của các 
tương tác mà ta chưa nghiên cứu và không nghỉ ngờ gì, chúng làm biến 
dạng nhẹ ở mặt tiếp xúc của các vật ‹? và 5 Nhưng chúng ta giả thiết 
rằng tất cả các biến dạng đều được bỏ qua vì xem Ø và Ð là rắn ! 


H.3. Phép quay của sự xoay @Qy và 
của sự lăn Q3 của 7 trên > 


H.4a. Hình lập phương #Ø xoay trên đế. 


H.ác. Hình trụ Z lăn và xoay trên đế. 


2.2. Các kiểu ma sát : 

những giả thiết đơn giản hóa 
Xét tác động cơ tiếp xúc (Ñ, „1, uếp xúc ) của 5 lên .Z; ta có thể : 
* phân tích tổng hợp lực Ê thành : | 
- một thành phần 7 ở ï trong mặt phẳng tiếp xúc Z chung của .” và >; 
- một thành phần W ở 7 theo phương pháp tuyến của Z : 

R=T+N, - 
+ phân tích momen .//, ép xúc thành (hình 5b) : 
- một thành phần .⁄⁄/,¡ nằm trong mặt phẳng tiếp xúc Z7; 
- một thành phần ./,n theo phương của pháp tuyến với Z ở ! : 
f1, tiếp xúc = .ẨfI, t + „1, n - 

Ä có tên là phản lực pháp tuyến 
T7 là lực ma sát trượt vì nó chống lại sự trượt của # trên 3x 
v. r,n là momen ma sát xoay vì nó chống lại sự xoay của .⁄ trên 3⁄ 
v, 1,t là momen ma sát lăn vì nó chống lại sự lăn của # trên 3. 


Khi một hình lập phương xoay trên một đế phẳng (hình 6a), mặt tiếp xúc 
giữa hình lập phương và đế có thể lớn, người ta xem rằng ma sát xoay có 
thể là đáng kể. Ngược lại, trường hợp quả câu xoay trên mặt phẳng (hình 
6b), mặt tiếp xúc rút nhỏ lại thành một điểm, ta có thể nghĩ rằng trong 
trường hợp này ma sát xoay là nhỏ. 

Điều chú ý nói trên đối với momen ma sát xoay cũng có giá trị đối với 
momen ma sát lăn. 

Trong tất cả phần tiếp theo, ta không xét đến ma sát xoay hay ma 
sát lăn : 

* hoặc là vì chúng ta chỉ xét những vật rắn .⁄ tịnh tiến trên đế X của chúng 
và trong phép tịnh tiến không có momen ma sát tham dự; 


* hoặc là vì chúng ta xét đến vật rắn #, có tiếp xúc điểm 7 (hoặc có khi 
tiếp xúc theo đường thẳng trong trường hợp bài toán phẳng : thí dụ một 
hình trụ lăn trên mặt đất) với đế 3, và khi đó ta bỏ qua các momen ma sát 
xoay cũng như lăn. 


Trong những trường hợp này, toocsơ của các tác động cơ tiếp xúc của > 
và Z là một glitsơ : các tác động cơ được biểu diễn bởi một lực : 
R=Ñ+T đi qua Ï. 


2.3. Các định luật Coulomb về ma sát trượt 

Ta đã nói là các tác động cơ tiếp xúc giữa Z và È là các tác động chưa 
biết : như vậy đối với các thông số chưa biết đặc trưng cho chuyển động 
các vật rắn .Z và Z phải được thêm vào những đại lượng chưa biết mới là 
Ñ và T. Những định lí cơ bản bây giờ không cho ta đủ số phương trình 
để xác định tất cả các biến số và đặc biệt là xác định chuyển động của các 
vật rắn .⁄Z và *>. 


Ị 


H.5a. Tổng hợp lực R của các tác 
động tiếp xúc. 


H.5b. Momen ./;wepxúc đối với 1 


của các tác động tiếp xúc. 


H.6a. Hình lập phương xoay trên mặt 
phẳng. 


L8 YY X4 cờ cà LXY S4 2P 
H.6b. Hình câu xoay trên mặt phẳng. 


Phải nhờ đến các định luật “theo Riện tượng” (dựa trên thực nghiệm hoặc 
những mô hình tính tóan đơn giản) để hoàn chỉnh hệ phương trình : những 
định luật này có tên là những định luật COULOMB. 


2.3.1. Các tính chất của phản lực pháp tuyến W 

Trong trường hợp một liên kết đơn phương (đó là trường hợp vật rắn 
Z đặt lên giá >) phản lực pháp tuyến của Ð thực hiện lên Z luôn luôn 
hướng từ > đến .⁄. 

Kể ra thì kết quả này là hiển nhiên : phản lực Ø' của bàn Z ngăn cần vật 
rắn .Z đi xuyên qua bàn (”.7) ! 

Khi phản lực pháp tuyến triệt tiêu, giữa 7 và Z không còn tiếp xúc nữa. 
Trong trường hợp liên kết song phương (đó là trường hợp một vòng rắn .Z 
lồnp qua một thanh hình trụ Z (1.8), rõ ràng là ta không nói được gì về 
chiêu của . 


2.3.2. Các tính chất của lực ma sát trượt T 
7 có các tính chất khác nhau tùy theo .# trượt hay không trượt trên Z' 
° Nếu vận tốc trượt ø„ của . trên > khác không (có trượt) : T và Ủy 
là đồng tuyến và ngược chiêu nhau. 

TA1 =Ũ và T.Đ <0. 
Các môđun của 7 và X là tỉ lệ với nhau; nhờ đó người ta định nghĩa 
một hệ số ma sát trượt ƒ dương theo ll7 lI = ƒ II ý II. 
* Nếu tốc độ trượt ø„ của Z trên > bằng không (không có trượt), các 
môđun của 7 và ÄÑ thỏa mãn II II< ƒIIWII. 
Trong trường hợp không trượt, rõ ràng là chúng ta không còn có thể xem rằng 
T7 và ø¿ là đồng tuyến và ngược chiều nhau vì ø¿ bằng không. Nhưng 
không nên nghĩ rằng như thế là ta không biết pì hết về phương của 7. 
Ví như một hình lập phương nằm yên trên một mặt phẳng nghiêng chịu từ 
phía mặt phẳng một lực ma sát 7 lực này buộc phải hướng lên trên, nghĩa 
là theo chiều ngược với chiều trượt của hình lập phương nếu có xảy ra, 
chiều trượt này chỉ có thể hướng xuống dưới (h.9). 
Khi cân bằng ta có : 

Ô=T&,+Nẽ,+m$. 

Từ đó 7= -mgsina < 0 và Ý= mecosơ > 0. 
Khi ƒ bằng không, tiếp xúc giữa vật rắn 7 và Z là không ma sát; tổng hợp 
lực R vuông góc với mặt Z là mặt chung của .Z và Z2. 


Lưu ý rằng momen ma sát lăn và quay thỏa mán những định luật cùng 
kiểu như là các định luật ta vừa đê cập ở trên. 


7- CHVR 


H.7. Trường hợp liên kết đơn phương : 
quả câu trên bàn. 


H.8. Trường hợp liên kết song phương : 
một cái vòng trên một thanh. 


H.9. Cán bằng của hình lập phương 
trên mặt phẳng nghiêng. 


⁄Íp dụm “Í 


Chuyển động của hình lập phương 
trên mặt phẳng nghiêng 

Một hình lập phương khối lượng m được hất lên 
với tốc độ ban đầu là dạ (uạọ >0) theo đường có 
độ nghiêng lớn nhất của một mặt phẳng nghiêng 
một góc đ so với mặt nằm ngang (hình 9). 
Xác định chuyển động của hình lập phương đó 
(chuyến động này ở đây quy về chuyển động tịnh 
tiến theo đường thẳng có độ nghiêng lớn nhất 
(Óx) của mặt nghiêng) theo những giá trị khác 
nhau của uạ. Cho biết hệ số ma sát trượt giữa 
hình lập phương và mặt phẳng nghiêng là ƒ 


Kí hiệu Tế, +5, là lực tiếp xúc mặt phẳng - 
lập phương : 


® 7T là đại lượng đại số, vì lực này đổi chiều tùy 
theo hình lập phương chuyển động lên hay 


Ở giai đoạn đầu, hình lập phương chuyển động 
lên theo mặt nghiêng và 7 (dương) có giá trị 
T=ƒN = fmg cosa, từ đó : 

* =£(sinø + ƒcosz) 

# =~ủạ + g(sinø + ƒ cosz)f 


x=-0ugf+ 28G6ing + ƒcosz)? 
(nếu ta chọn x = 0 khi / = 0). 
Tốc độ triệt tiêu ở thời điểm íạ xác định bởi : 
= 1g 
Đốc øGinø + ƒ cosz) 

Từ thời điểm ¿„ trở đi, hình lập phương sẽ đứng 
yên nếu : 

ITI< ƒN, nghĩa là nếu tgư < ƒ. 
Trong trường hợp ngược lại (tanø > /), hình lập 
phương tụt xuống theo mặt phẳng nghiêng với 


xuống trên mặt nghiêng. 
® N là dương. 


Áp dụng định lí về tổng hợp động lực, chiếu lên 
các trục (Óx) và (Óy) ta được : 


gia tỐC : 


ở = mgsin ø + T 


0= —-mgcosz+N 


)- Để luyện tập : bài tập 2, 3, 4, và 5. 


2.3.2. Các tính chất của hệ số ma sát trượt f 


Hệ số ƒ này phụ thuộc vào bản chất các vật rắn tiếp xúc, phụ thuộc vào 
trạng thái các bể mặt tiếp xúc. Hệ số ƒ sẽ lớn nếu các mặt này ráp. Có thể 
giảm giá trị của ƒ bằng cách cho chất bôi trơn vào giữa hai mặt tiếp xúc. 
Chúng ta có ở bảng (*. I0) một số giá trị của ƒ. 

Đôi khi người ta viết ƒ = tgœ nhằm định nghĩa một góc ma sát ø và một 
hình nón ma sát ở điểm tiếp xúc 7 giữa hai vật rắn : hình nón ma sát là 
hình nón tròn xoay có đỉnh là ï và góc một nửa ở đỉnh là ø (h. 11). 


Như vậy khi Z trượt trên 2; phản lực tiếp xúc nằm ở mặt bên của hình 
nón. Khi # không trượt trên 5 # nằm ở bên trong và cũng có thể ở mặt 
bên (trường hợp giới hạn) của hình nón này. 


Trong phần lớn bài toán và bài tập thông thường, hệ số ƒ được xem là 
không đổi và độc lập với vận tốc trượt nhưng xét thật chặt chẽ, điều đó 
không phải hoàn toàn là đúng : ƒ có một giá trị hơi lớn hơn khi không 
trượt trên 2; 


* =g(inø-— ƒ cosz). 
Vì 7T =—-ƒN = -ƒm g coSƠ. 
Từ đó ta suy ra : 


x=xứg)+ 28Gin4 - ƒcosz)7 Ề 


vật tiếp xúc 
kim loại trên kim loại 

gỗ trên gỗ 

bánh xe trên đường 

thép trên guốc phanh 


H.10. Một số giá trị của hệ số ma sát 
Trượt. 


H.11. Hình nón ma sát. 


Do đó, có khi người ta định nghĩa : 

* hệ số ma sát trượt nh ƒ¿ khi không có trượt; 

* hệ số ma sát trượt động ƒ„ khi có trượt; chắc chắn là ƒ. < ƒ.. 

Chính là sự khác nhau giữa ƒ, và ƒ. cho phép giải thích, thí dụ : rung 


động của dây đàn violon dưới tác dụng ma sát của cái mã Vĩ. 


2.4. Một vài hệ quả của định luật COULOMB 


2.4.1. Vật rắn cân bằng 
Một vật rắn cân bằng trong hệ quy chiếu Z giả thiết là Galilé, nếu toocsơ 
của các ngoại lực tác dụng lên vật rắn là bằng không : 

LAN =0 và -#(A, ext = Ũ 
và nếu vật rắn bất động ở thời điểm ban đâu. Hơn nữa, nếu vật rắn chịu 
các tác động tiếp xúc, những tác động này phải nphiệm đúng các định luật 
COULOMB (khi cân bằng, chắc chắn là không có trượt !). 


⁄°ụ dụng 2 


Cân bằng của một vật rắn trên mặt đất Vì mặt tiếp xúc piữa đất và vật rắn không phải là 


Một vật rắn đông nhất có khối lượng m, quán — đủ nhỏ, các momen ma sát xoay và lăn là không 


tâm Œ, có dạng hình hộp xiên, các cạnh là 2q và 
2b (h.12) nằm yên trên mặt đất nằm ngang. Một 
người muốn địch chuyến vật rắn bằng cách dùng 
đây để kéo (đây buộc ở một điểm H của vật rắn 
nằm trong mặt trung trực đi qua Œ và sao cho 
OH = h) tác dụng lên vật rắn một lực ` nằm 
ngang. Tiếp xúc vật rắn với mặt đất được đặc 
trưne bằng hệ số ma sát ƒ Người kéo không kéo 
đủ mạnh và vật rắn vẫn đứng yên. 


Chứng mình rằng các tác động cơ tiếp xúc giữa 
mặt đất và vật rắn đuợc rút gọn lại thành một "lực 
đơn giản” R lác dụng lên một điểm l (của mặt 
phẳng trung trực) nằm trên mặt tiếp xúc mặt đất — 
vật rắn (các tác động tiếp xúc này được đặc trưng 
bằng một gliIsơ có tổng hợp là R đi qua ]). 

Những điều kiện nào mà cường độ F của lục F 
phái nghiệm đúng để vật rắn thực sự là đứng yên 
trên mặt đất ? 


bằng không : các tác động cơ tiếp xúc đất - vật 
rắn như vậy là phải được đặc trưng bằng toocsơ 
mà các phần tử rút gọn ở I là : 

R = T+N và .ế, tiếp xúc - 
Chúng ta đã trình bày ở hình 13 (mặt trunp trực 
của vật rắn) những tổng hợp lực khác nhau của 
các tác động cơ tác động lén vật rắn này. 


Ạy 
si 


* A mỹ T H 


rắn. 


H.12. Một người thử kéo vật rắn. 


Vật rắn đứnp yên nếu nó không trượt cũng 
không lúc lắc quanh cạnh đi qua điểm Ó. 

Khi cân bằng : 

» tổng hợp các tác động cơ ngoại tác động lên 
vật rắn là bằng không, từ đó : 

(N>0) 

(7> 0). 


Vật rắn không trượt trên mặt đất nếu 7</N, 


N=mẹ 
T=Fể 


tức là nếu # < #ng; 
»® momen của các tác động cơ ngoại tác động lên 
vật rắn bằng không ở tất cả các điểm; ta biểu 


điễn momien đó ở ï : 


từ đó [(x~)ng + hF]¿; + ‹Ấf[, tiếp xúc = Ũ. 


Nếu có một điểm / sao cho (x— 2)ng + h# = 0, 
tất yếu là CÓ .//, tiếp xúc = Ö và các tác động cơ 


Để luyện tập : bài tập 1. 


2.4.2. Hiệu ứng bị kẹt 


tiếp xúc đất - vật rắn rút lại chỉ còn là một "lực 
đơn giản" Ẩ đi qua 7, 

Ta có thể chú ý rằng phương của E đi qua điểm 
P, giao điểm của phương của ` và của mẽ, và 


† F 
tư =—=—— (hình 14). 
N mp 


Ngòai ra điểm 7 phải nằm piữa Ó và A, và hoành 
độ x của điểm 7 nphiệm đúng : 


0#kð4⁄ =1 < Sự 
ợ 


Điều kiện thứ hai rõ ràng là luôn luôn thỏa mãn; 
điều kiện thứ nhất cho ta : 
: q 

tr<s< KT, 
và khi đó vật rắn không lúc lắc quanh cạnh đi 
qua Ô. 
Có thể luận ra các điều kiện khác nhau nhờ đồ 
thị hình 15. 


0 l 2b 
H.15. Các điều kiện cân bằng của vật rắn trên mặt đất. 


Ta đặt một vật rắn ⁄⁄ khối lượng ? lên trên một cái piá nằm ngang và ta tìm 
cách làm cho vật trượt bằng cách tác dụng lên vật một lực F nphiêng một 
sóc œ đối với đường thẳng đứng (trên hình» 16, điểm đặt của lực F được 
chọn sao cho ` không thể làm cho vật rắn lúc lắc quanh một cạnh). 


Giả thiết trọng lượng Z là không đáng kể so với cường độ của lực Ƒ, 


định lí về tổng hợp động lực cho ta : 
mà = —T+ Fsina 


0=N-ƑFcosz 


Các định luật COULOMB cho thấy 7 và N dương. 


* Nếu đứng yên, (Ý{é=0) 7</N, từ đó lpz< ƒ=tpgø 


Điêu kiện này không phụ thuộc vào cường độ của lực `; vậy ta có thể tăng 
lực này đến bao nhiêu cũng được, tùy sức; nếu ø là nhỏ hơn ø, vật rắn 


H.16. Hiệu ứng kẹt. 


có thể bị vỡ ra mà vẫn không trượt : đó là hiện tượng kẹt. 
» Nếu #z > ø, vật rắn sẽ trượt ngay cả khi lực Ÿ' là rất yếu; gia tốc của vật 
rắn lúc đó sẽ bằng : 

*= FGinz- ƒcosøz), vì T=ƒN. 
Thí dụ - 
Chính là hiện tượng kẹt ngăn cản không cho ê cư không tự phát quay 
quanh cái vít : độ nghiêng œ (h.1T) của các đường ren xoắn ốc của vít và 
ê cụ Chọn khá nhỏ sao cho có được tgơ < ƒ. 


H.17. Hệ êcu— vít. 
2.4.3. Lực ma sát là cần thiết để xe dịch chuyển 
Chúng ta ai cũng biết rằng không có động cơ thì xe không chạy được ! 
Từ đó chúng ta có thể kết luận rằng chỉ có động cơ là nguồn gốc làm cho 
xe dịch chuyển; nhưng chính mặt đất "đẩy xe" chạy tới, không có ma sát 
ở mặt đất, xe không thể tiến lên được. 
Áp dụng 3 cho phép ta hiểu được kết quả này. 


ZÂp dụng 2 


Khởi động của người đi xe đạp 

Một người đi xe đạp khởi động trên một con 
đường nằm ngang : hệ quy chiếu trái đất được 
xem là galilé. Người đi xe đạp này được xem như 
một “vật rắn” liên kết với chiếc xe đạp (thực tế 
ở đây là bỏ qua khối lượng đôi chân chuyến 
động của người đi xe đạp). Gọi m là khối lượng 
của người đi xe đạp và cái xe đạp; hai bánh xe 
đạp là giống nhau có bán kính R, có khối lượng 
không đáng kế. Khối tâm ƠŒ của tập hợp được 
xác định bởi các chiều đài a, b và h (h.18a). Gọi 
ƒlà hệ số ma sát của các bánh xe với đất (bỏ 
qua các ma sát khác) và n là tỉ số số răng của 
đĩa và của líp ở bánh sau. 

Momen ï`của ngẫu lực mà người xe đạp phải 
tác dụng lên đĩa là bao nhiêu để các bánh xe 
không bị trượt trên mặt đất. 


H.18a. Khởi động của người ởi xe đạp. 


Phản lực của đất lên mỗi bánh xe có các thành 
phần : 

Ñ, =Tyẻ, + Nuề, 
(T4 đại số, N„ >0, k= 1,2). 
Ta kí hiệu ¿ và ø tương ứng là vận tốc của người 
đi xe đạp và vận tốc quay chung của mỗi bánh xe; 
điều kiện quay không trượt cho ta : š = R@. 
Áp dụng định lí tổng hợp động lực cho cả tập 
hợp {người đi xe + xe đạp), chiếu lên (Óx) và 
(Óz), ta được : 

mà = TỊ +Tạ 

0=M+N¿ -mg 
Nếu 7¡ và 7; bằng không (hệ số ma sát f bằng 
không), người đi xe đạp không khởi động được ! 
Khi người đi xe đạp tác dụng một ngẫu lực có 
momen 7ˆ(7”> 0 9) lên đĩa (lên bàn đạp), một 


Ề : : : T 
ngẫu lực có mômen là 7 tính theo 77 =— 
H 
tác dụng lên bánh xe sau. 
Thực tế, khi không có ma sát, công suất người đi 


xe sản sinh ra được truyền toàn bộ cho bánh xe, 
bánh xe quay ø lần nhanh hơn là đĩa : 


#=T,a=TS. 
L/) 


Ta áp dụng cho mỗi bánh xe định lí về momen 
động lượng đối với (âm bánh xe trong hệ quy 
chiếu trọng tâm và xét hình chiếu lên (Óy) (ta sẽ 
thấy ở chương 6 là khi không có ma sát, tác 
động của khung xe lên mỗi bánh xe có mmomen 
bằng không đối với trục quay của bánh xe mà ta 
xét. Ta không quên rằng khối lượng của mỗi 
bánh xe là không đáng kể, ta có : 
* đối với bánh xe sau (.1§b) : 
Ó= —TạR Bp T 

* Đối với bánh xe trước (hình 18C) : 

O=-T¡R, từ đó T¡ =0 


1T, lị TT: 
H.18b. Bánh san. H.18c. Bánh trước. 
Chú ý : 
Nếu không bỏ qua quán tính của bánh xe trước, 
1Ị phải là âm. 
Dùng các điều kiện lăn không trượt š= Rœ, ta 
SUY ra : 


Ta cũng nhận xét là 72 dương : có nghịch lí, 
chính là lực ma sát của đất lên xe đạp làm cho 
xe đạp chạy tới ! Kết quả này rõ ràng là có giá 
trị đối với mọi xe có động cơ : xe máy (xem bài 
toán số 11) hay xe Ô tô. 
Các bánh xe không trượt trên đất nếu [7|< ƒ|N,| : 
* điều này luôn luôn đúng đối với bánh xe trước 
vì 7J=0; 
* điều này làm cho đối với bánh xe sau thì 72 < Ma. 
Để tính Ms, ta vận dụng định lí momen động 
lượng cho tập hợp {người đi xe đạp + xe đạp}, 
tại Ớ, tronp hệ quy chiếu quán tâm của nó; 
momen động lượng bằng không, (ta có : - 

Nab ~ Tạh ~- Nịa = Ö 


Để ý là Mị +Na =ứmg, từ đó ta suy ra : 


Ị hộ 
N›=——] qng+h—T |. 
Ề m : z) 


- J lo cẾ ki 
Biết rằng : AE TU xét tỈ SỐ : 


Tp _— Fae (a+b) 
Ny hĩr+Rmga. 


J> 0 œ | 


1 — Tr(a+b) 
N;y hlr+Rmga 


ma chỉ có thể có các piá trị dương nhỏ hơn 
2 


— (hình 184). 
‡ 


AT, _ T,(a+b) 
.M, hl,+Rmga 


đới hạn 


H.18d. vs, chỉ có thế có các giá trị dương nhỏ hơn 


k¿ 


a+b 


h 


Lí) 
Ma 
đạp khởi động không bị trượi, vậy : 


a+ 


nã (hình 184: ƒ= #), 


Các đại lượng phải nhỏ hơn ƒ để người đi xe 


* trường hợp Í : nếu ƒ> 


người đi xe đạp luôn luôn khởi động không bị trượt; 
a+ 

h 
ƒ=), có một ngẫu lực giới hạn 71¡„zpạ„ tính 


* trường hợp 2 : nếu /< : (hHnmh 18d : 


theo biểu thức sau : 


Như vậy lúc khởi động, khi npười đi xe đạp thực 
hiện một ngẫu lực rất lớn, vượt quá giá trị định 
nghĩa ở trên, bánh xe sau có xu hướng trượt; 
điều này hay xảy ra trên mặt đất đóng băng và 
lốp xe mòn (lúc đó ƒ là rất yếu). 


.< 


Ẵ 


3 Tiếp cận năng lượng 


3.1. Công suất của các tác động cơ tiếp xúc 
Ta nhớ lại rằng khi một tác động cơ ngoại, Xác ( định bởi một toocsơ mà 
các phần tử rút gọn của toocsơ ở điểm A là (Ñ, .ZA), tác động lên vật rắn 
.Z chuyển động tronøs hệ quy chiếu Z?, công suất của tác động cơ này đựơc 
biểu diễn theo các ký hiệu thông thường như sau : 

2= R.Ú(Az)+.WA . Qø. 
Ta cũng nhớ lại làbiểu thức của công suất này (tích của toocsơ tác động 
cơ và vận tốc vật rắn) là độc lập với điểm Á mà ta tính. : 
Giả sử có hai vật rắn ‹Z và X chuyển động trong Z, luôn luôn tiếp xúc với 
nhau. Chúng ta hãy đánh piá công suất của các tác động tiếp x xúc của .Z 
lên Z và của 2 lên .⁄ trong hai trường hợp đặc biệt. 
8 ⁄ và > là tịnh tiến trong # Ciình 19) 
s2 =Ôy =Ũ 
* Tất cả các điểm của .Z đều có cùng vận tốc ở một thời điểm nhất định. 
* Tất cả các điểm của Z có cùng vận tốc ở một thời điểm nhất định. 
Trong biểu thức của công suất chỉ có các lực sau đây : 
° Ñ của X lên .Z, đó là lực tác dụng lên Z mà công suất là : 

#=Ñ.0(1z) 
Với ký hiệu 7z là một điểm nào đó pắn liên với .”; nói chung thường lấy 
điểm 7Ƒz của .Z tiếp xúc với Zvì #® là một lực tiếp xúc; 
° —# của .Z lên 2% là lực tác dụng lên Z mà công suất là : 
P„ =-R.0(p) 
với /s: là một điểm bất kì gắn với 3; nói chung, chọn điểm 7» trùng với 
điểm !z 
8 Z và È tiếp xúc điểm ở ï (hay hãn hữu là tiếp xúc theo đường thẳng 
trone trường hợp bài toán phẳng : thí dụ một hình trụ lăn trên mặt đất). 
Lúc đó ta bỏ qua tất cả ma sắt xoay và lăn : điều này có nghĩa là momen 
của các lực tiếp xúc đối với L, tức là .//, uếp xúc là có thể bỏ qua (1.20). 
Lúc đó phải tính công suất của các lực tiếp xúc : 
* # tại !z vì # tác dụng ở 1z; 
*® =Ñ ở Ir vì —Ñ tác dụng ở !r; 
(+ và 1»; là trùng với ? ở thời điểm 0) : 
#%=R.pdy) và % =-R.0(l; ) 
Chúng ta lại tìm thấy trong hai trường hợp đặc biệt này cùng một biểu 
thức của các công suất của tác động tiếp xúc. Tổng cộng lại, công suất đó 
được viết ra như sau : 
2=Øy+ = RŒ(I„)- 0Œ; )) 

Chúng ta nhận thấy ở đây có vận tốc trượt Uy =0z)— 0ữ>) của Z trên 
2“ Phân tích tác động ra hai thành phần, một thành phần theo pháp tuyến 


Ñ (vuông góc với Ủy ) và một thành phần theo tiếp tuyến 7, ta tìm được : 
#= ứ + %= T.U, * 0. 


H.19. Hình lập phương 7 tịnh tiến trên 
đế 5 


H.20. . có thể lăn và @uay trên đế 3 


Theo định luật COULOMB (7` và ø„ ngược chiều nhau khi có trượt), 
công suất này chỉ có thể âm hoặc băng không. 


Chú ý - 
Các công suất 2; và %% có thể dương, âm hay bằng không; chỉ có tổng 
của chúng là âm hoặc bằng không. 


Ở bài tập, ta có thế nghiên cứu riêng chuyển động của 7; lúc đó R là 
một lực ngoại, và ta không phải đưa vào —R nó không phải thuộc về hệ 
tq XéI. 


Cũng vậy, nếu ta nghiên cứu chỉ riêng 5 —Ñ là một lực ngoại và R 
không dự phần vào hệ ta vét. 


Ngoc lại nếu hệ gồm hai vật rắn : và 5 R và —R là các lực ngoại và 
công xuất tống cộng của hai lực này là âm hay bằng không. 


Công suất tổng cộng của các lực Ñ và ~R là bằng không : khi tiếp 
xúc không có ma sát : 7 = 0, hay khi không trượt : ø„ = 0. 


Điều này cho một kết quả quan trọng vì nếu tất cả các tác động cơ khác 
tác động lên hệ (Z + 3) là dẫn suất từ một thế năng, hoặc là không họat 
động, cơ năng của hệ được bảo toàn trong quá trình chuyển động và ta có 
thể dùng nguyên hàm của năng lượng để giải quyết bài toán đặt ra. 


⁄°ụ dụng “t 


Thanh chuyển động theo trục cam 


Ta xét một cách bố trí đế biến chuyến động quay 
thành chuyến động tịnh tiến tới lui. 


Một thanh hình trụ khối lượng m có thể trượt 
thắng đứng theo ranh mà không bị ma xát 
trong một khung cố định. Chuyến động của 
thanh được điều khiển bởi một bánh xe bán 
kính R (R nhỏ hơn bán kính của thanh) có tâm 
là Cvà quay với vận tốc œ@ không đối quanh 
một trục nằm ngang lệch tâm cố dịnh, đi qua 
điểm @ của bánh ve và cách tâm CC một 
khoảng là a (h.21). 


Điểm O nằm trên đường thắng đứng theo trục 
của thanh. 


Tiếp xúc giãa bánh ve và thanh có hệ số ma sát 
là ƒ 


Tĩnh công của lực tiếp vúc giữa đĩa và thanh 
trong thời gian bánh ve quay một vòng phụ 
thuộc vào m, œ, R, ad, ƒ và độ lớn ø của gia tốc 
[rQng trường. 


Ta xác định vận tốc 0g) của điểm ?ạ của bánh 
xe tiếp xúc với điểm !+ của thanh ở ï, ta có : 
X=áCOSø[ 


Oïl| y= asinøf + 
0 


— @(asinøt +#) 


và (lq)= @#, A OÏ| @acOS@1 


khung 


H.21. Thanh trên bánh xe lệch tâm. 


Thanh chuyển động tịnh tiến theo chiều thẳng 
đứng đặc trưng bởi thông số y, đó là tune độ của 
điểm 7; tất cả các điểm của thanh đặc biệt là 
điểm 7+ có cùng tốc độ : 
0Œdr)= }êy = (69 COS @ Lồy . 
Chúng ta suy ra tốc độ trượt Ủ, của thanh trên 
bánh xe là : 
0y =0Œ7)~ 0g) = @(asinal + Rộ,. 
Để tính công suất tổng cộng của lực (Tếy + Vẽ) 
mà thanh tác đụng lên bánh xe, tức là : 
3S 
Ta phải xác định T, nghĩa là xác định ÄÑ vì theo 
định luật COULOMB I7|= ƒIN! trong trường 
hợp trượt. 
Muốn vậy, (a vận dụng định lí tổng hợp động 
lực đối với thanh bằng cách chiếu lên (Óy) (vì 
không có ma sát piữa khunp và thanh, khung 


Từ đó ta có : 
ÑN = mg + mỳ = m(g — đø” SÌn 01) . 
Ta giả thiết rằng tiếp xúc tồn tại trong toàn bộ 
chuyển động của vật, điều này dẫn đến >0 
và ø>đ@~. 
Lực ma sát có số đo đại số : 
=-lTIE-ƒN =— ƒ m(§ — đe” $ìn @) 

Vì vận (ốc trượt luôn luôn là cùng chiều với trục 
(Ó9). 
Cuối cùng công suất là : 

#=-ƒmø@(g- đ@“ sỉn (@f)(asin mí + R), 
và công đối với một vòng, tức là đối với một chu 
kì 7(@T =2Z) : 


h 
W= Ï Z{Ðdt =~z ƒ m(2gR — d 6ˆ) 
0 


Ta nghiệm thấy rằng công này đúng là âm (vì 


không tác dụng một lực thẳng đứng nào lên 
thanh); tạ có mỹ =—mg+N 


gR> d@2Ñ > dˆˆ )ẻ 


3.2. Trường hợp đặc biệt vật rắn > đứng yên 

Ta xét trường hợp hay xảy ra, đó là vật rắn Z mà ta gọi là cái piá cố 
định trong hệ quy chiếu Z (hay ta ở hệ quy chiếu Z liên kết với piá 2; 
cũng vậy). 

Trong trường hợp này, lực —#. của .Z tác dụng lên Z là không làm việc : 


ñ(Iy)=Ũ; Ø3 =0; 


2= =R.0(y)=T.0„ <0 


Công suất của lực ma sát 7 tác dụng lên .Z là âm hay bằng không. Công 
suất này bằng không khi không có ma sát hay không trượt. 


Chú ý : 

Khi xét hệ gôm vật rắn 7 và cái giá 5 RÑ và -R là những lực nội: thế 
mà ta Äa thấy công suất của các lục nội là độc lập với hệ quy chiếu mà ta 
tính. Rõ ràng là ở đây ta lại tìm thấy kết quả như vậy. Về sau, để đơn giản 
tính toán trong bài tập mà giá % là đi động, có thể là tiện lợi khi biếu 
diễn công suất tổng cộng của các lục tiếp xúc trong hệ quy chiếu gắn liên 
Với giá. : 


3.3. Từ cơ học đến nhiệt động học 
Khi piữa hai vật rắn .⁄ và Z tiếp xúc với nhau có ma sát và trượt, công suất 
tổng cộng :2 của các lực tiếp xúc là âm; nếu tất cả các tác động cơ khác tác 


động lên hệ ( + 2), là dẫn suất từ một thế năng ốp hoặc là không làm 
việc thì cơ năng của hệ bị giảm trong quá trình chuyển động, vì : 


đ d 
qẾM)=a (K+fp)=#<0, 


Kinh nghiệm cho ta thấy rằng vùng tiếp xúc bị nóng lên, nhiệt độ tăng lên 
và ta quen nói rằng cơ năng bị mất mát dưới dạng nhiệt ở vùng tiếp xúc. 
Tất cả điêu đó là còn mơ hồ và chỉ có nhiệt động học mới cho phép lập 
luận chặt chẽ hơn. Thật vậy, ở cơ học chúng ta chỉ xét đến động năng vĩ mô 
của các vật rắn; ở nhiệt động học chúng ta còn xét đến động năng vi mô 
của các hạt của vật nghiên cứu đặc biệt là để định nghĩa nội năng của những 
vật này. Khi có ma sát, một phần năng lượng vĩ mô chuyển thành năng 
lượng chuyển động vi mô : có sự truyền năng lượng nhiệt (hay truyền nhiệt). - 
Nếu ta kể đến tất cả các năng lượng (vĩ mô, vi mô), nguyên lí thứ nhất của 
nhiệt động học nói rằng năng lượng tổng cộng của một hệ kín và cô lập 
được bảo toàn. 


Nếu độc giả muốn hiểu sâu hơn, xin đọc cuốn H- Dự bị, nhiệt động học, 
năm thứ nhất. 


ĐIỀU CÂN GHI NHỚ 


ĐỘNG HỌC TIẾP XÚC 


. * Người ta gọi là vận tốc trượt ø„ của Z trên Yở I tại thời điểm £ là vectơ : 


ø„(D =0); -9y)/øœ. 


Vận tốc trượt của .Z trên Z ở ï cũng là vận tốc của điểm I¿z của .Z trong hệ quy chiếu Z?; 


gắn với X: 
ø„(D = 8Œ ø)¡zg. 


Người ta nói rằng .‹Z không trượt trên Z nếu vận tốc trượt là bằng không ở tất cả các điểm 


tiếp xúc, tại mọi thời điểm : 


ø„(I) =Ö. 


° Vectơ quay tương đối 42g¡> của ØZ đối với 7; nghĩa là vectơ quay của Z trong hệ quy 


chiếu Z?; gắn liền với Z: 
2g,z =2ø- 2y 


có thể phân tích ra thành tổng của hai vectơ : 


+ vectơ pháp tuyến (2y vuông góc với mặt tiếp xúc # ở ï : (2q gọi là vectơ quay của 


chuyền động xoay. 


*s vectơ ‹ụ nằm trong mặt tiếp xúc ZØ# ở ï : L. được gọi là vectơ quay của chuyển 


động lăn. 


CÁC TÁC ĐỘNG CƠ TIẾP XÚC 

Tổng hợp có thể phân tích thành : 

* Ñ là phản lực pháp tuyến theo phương pháp tuyến với mặt phẳng ØZ ở ï; 

« 7 là lực ma sát trượt, nằm trong mặt phẳng Z, ngược với chuyển động trượt .Z trên 5. 
Momen .# 1, tiếp xúc được phân tích ra thành : 

* ,ZI,n là momen la sát xoay, nằm theo pháp tuyến mặt .Z, ngựợc với chuyển động xoay 
của .# trên >; 


k “f†, ‹ là momen ma sát lăn, nằm trong mặt phẳng :?, ngược với chuyển động lăn của .Z 


trên 2> : 
c®tT, tiếp xúc — ‹#f1,t +1, ". 


Một cách tiên nghiệm, ta sẽ không để ý đến ma sát xoay và ma sát lăn. 


» Định luật COULOMB đối với tổng hợp lực 
Trong trường hợp liên kết đơn phương (đó là trường hợp vật rắn .Z đặt lên một giá >), 
phản lục pháp tuyến Ä' do È thực hiện lên .Z luôn luôn hướng từ > đến .Z. 


» Các tính chất của lực ma sát trượt 7 là khác nhau tùy theo Z có trượt trên Ð hay không. 
Nếu vận tốc trượt ø„ của Z trên > khác không (có trượt) : 

T và ủ„ là đồng tuyến và trái chiều : TA, =Ũ và Ï. Ủy <0. 

Các môđun của 7 và của Ñ là tỉ lệ; từ đó người ta định nghĩa hệ số ma sát trượt ƒ dương 
bởi 7Ì = / INÌ. 


Nếu vận tốc trượt Ủy của . trên Š là bằng không (không có trượt) : các môđun của T và 


Ñ thỏa mãn Í7||< ƒlAl. 


CÔNG SUẤT CỦA CÁC TÁC ĐỘNG CƠ TIẾP XÚC 
s* Công suất của tổng hợp # mà È tác dụng lên Z là Z¿ = R.0, (lợ); 
công suất của tổng hợp ~# mà Z tác dụng lên > là  =-—Ÿ.0(1y ). 
Công suất tổng cộng của các tác động tiếp xúc là : 

?=#y+# =T.(0y)- 0Œ ))=T.ø„ <0. 


* Công suất tổng cộng các lực tiếp xúc # và —# bằng không : khi tiếp xúc không ma sát : 
T =0, hay khi không trượt : ø, = Ú. 

» Trong trường hợp đặc biệt hay xảy ra khí mà “giá” Ð là đứng yên trong Z?, lực -Ñ của Z 
lên È không làm việc ?= #»; =7.ø(Iz)=T.ø„ <0. 


Đài tập có giỏi 


.„m^2 


I nh trụ trên mặt phẳng nghiêng 


ĐỀ 


Một hình trụ đồng nhất có quán tâm C bán kính R và momen quán tính 
| “. - kì + . ^ P4 ^ˆ ~“ ^ ^ ^ 

J= 2mRỶ đối với trục của nó, được đặt không có vận tốc đầu trên một o 

mặt phẳng nghiêng một góc ø so với đường nằm ngang, tronp hệ quy 

chiếu trái đất 2 xem là Galilé (trục hình trụ là nằm ngang). 


Ta ký hiệu ƒ là hệ số ma sát trượt giữa hình trụ và mặt phẳng nghiêng. 


1) Xác định pia tốc š của hình trụ. Chứng tỏ rằng có trượt hay không là tùy theo giá trị của ø so với một giá trị 


ứg nào đó mà ta cần xác định. 


2) Tìm tống cộng năng lượng giữa các thời điểm 0 và ¡. Xét đến hai trường hợp ở <øog và ứ > ứa. 


LỜI KHUYÊN 


Bài tập này thích hợp cho mội 
phương pháp giái hoàn toàn cổ 
điển. 

Khi ta biết chắc chắn chiêu của 
lực má xát ta có thể viết số đo đại 
#ố của lực đó đưới dạng +T' với 
T dương và đấu thích họp. 


Khi ta không biết chiều của lực 
ma xát (chiêu này có thể thay đổi 
trong quá trình chuyến động : 
điều này, xây ra thí dụ ở bài tập 
này khi ban đâu cho hình trụ 
chạy lên cao) ta viết xố đo đại số 
T có thể dương hay âm. Khi đó 
không nên quên rằng phái lấy 
môdun T khi dàng các dịnh luậi : 


lT|[= /|M| hay lrl< /ÌMI. 


Ngoài ra, chuyến động của hình 
Irụ được vác định bởi hoành độ x 
của khối tâm C của nó và bởi góc 
6 đặc trưng cho chuyến động 
quay của hình trụ quanh trục 
(Cy) đi qua C và đồng tuyến với 
(Oy) trong hệ quy chiếu quán 
tâm Z?* của nó; tốc độ quay của 
hình trụ trong 2? và trong Z?* là 
như nhau và bằng đey. 


LỜI GIẢI 

1) Hình trụ chịu tác dụng của trọng 
lượng mẽ của nó và phản lực của 
mặt phẳng nghiêng, ta có thể viết : 

-Tö, + Nó, 

suy từ các định luật COULOMB; rõ 
ràng là đương và 7 cũng thế (thật vậy, 
nếu hình trụ trượi, nó sẽ trượt xuốnp). 


Ta vận dụng cho hình trụ : 
* định lí về tổng hợp động lực, trong hệ quy chiếu trải đất, chiếu lên các 
trục (2x) và (2z) : 

HH = mẹsi1ứ — T 

0 =—mgcosơ + NV 
* định lí về momen động lượng tại Œ, trong hệ quy chiếu trọng tâm ;#* 
của nó, chiếu lên trục (Óy) : 


Jổ = 2nuUð =TR 
Ta biểu diễn vận tốc trượt của hình trụ trên mặt phẳng nghiêng : 
Ủy = D(lnh tụ )= ĐC) + Ổêy A CÍ, hay 0, = + RỒ. 
Bây giờ ta hình dung hai trường hợp chuyển động có thể xảy ra : 
Trường hợp 1 : hình trụ lăn không trượt. 
0y =0 và š= Rổ. 
Khử 7 và ổ trong các phương trình trước, ta có : 


_= sinø 
Ầ qể . 


x 8 Nà T là bốn ấn số của bài 
toán này. Vậy ta phải viết bốn 
phương trình; ba phương trình sẽ 
có đươc từ các định lí cơ bản; 
các định luật Coulomb cho phép 
ta tìm phương trình cuối nhưng 
ta phải xem xét hai trường hợp : 
trường hợp hình trụ lăn mà 
không trươi và hình trụ trượt khi 
lăn. 


Chú ý : bài tính chưa kết thúc, ta phải nghiệm lại giá trị của giả thiết đặt 
ra về lăn không trượi, theo định luật Coulomb thì |T|< ƑÌNÌ. 


1 : 
Ta có T= E4 và N = mgcosœ, từ đó 


tgø < tgớơo =3ƒ. 


Hình trụ như vậy là lăn không không trượt nếu độ nghiêng của mặt phẳng 
nghiêng là nhỏ hơn hoặc bằng øa.. 


Trường hợp 2 : Nếu œ >œạ hình trụ trượt khi lăn. 
Uy % Q 
Trong trường hợp này 7 =|TÌ = /N = #ngcosơ dẫn đến : 


š=gGing - ƒcoz) và ð=2/#S999, 


2) Biến thiên động năng của hình trụ giữa các thời điểm 0 và / là : 
1 : 
ð,()~,(0)=c()= 2 nH” + 2ø 


và bằng công của trọng lượng và lực tiếp xúc : 
t t 
W=mgxsinø =|#-tun trụ )df = 1g XSi1@ — [ma 
2 2 


® Khi z <øứo, 0y =0, lực ma sát không làm việc và ta có : 
3 2 đề 
—m‡“ = mg%sin œ. 
4 

Lấy đạo hàm hệ thức này ta tìm được gia tốc của hình trụ : 


vẽ sinøơ 
; a8 ` 


® Khi œ>ứg, Uy =#- Rồ = gsinø -3ƒcosz)', và ta có thể nghiệm 


thấy rằng : 


t 
Øy (0) =.mÈ + J6? = mgxsinơ — [mẻ cos ở (sinø — 3ƒ cosœ) di 
0 


bằng cách thay x, £ và Ø bởi các giá trị của chúng. 


2. ạt hình nứa đĩa lăn không trượt trên một mặt phẳng 


ĐỀ BÀI 

- Ta xét một vật hình nửa đĩa 2 đồng nhất, tâm C khối tâm là Ở, bán kính ⁄ 
và khối lượng 7. Hệ quy chiếu trái đất (; +, y, z) được xem là Galilé. 
Tất cả đều nằm trong mặt thẳng đứng (Óxy), Ø2 lăn không trượt trên mặt 
nằm ngang (Óxz) và ta kí hiệu 7 là điểm tiếp xúc giữa mặt đất và 2. o 


Ta xác định vị trí của Ø theo tọa độ x của tâm Œ của nó và theo góc ø = VET, CƠ) .Cho CỚ=b= mẽ 


- : ] 
Momen quán tính của Z đối với trục qua C và vuông góc với #2 là J = 2nRỂ., 


Hãy xác định phương trình chuyển động của Z theo nhiều phương pháp khác nhau. 

1) Các hệ thức động học 

a) Thiết lập hệ thức piữa š và ở biểu diễn chuyển động lăn không trượt. 

b) Biểu diễn các thành phân vận tốc và gia tốc của khối tâm Ở theo b, theo ø và các đạo hàm của chúng. 

2) Phương pháp thứ nhất : phương pháp năng lượng | 

a) Tính động năng đ của 2 theo J, m, b và ở 

.b) Tính thế năng trong trọng trường của 2. 

c) Suy ra một nguyên hàm của chuyển động: sau đó thiết lập phương trình vi phân bậc hai thỏa mãn đối với ø 
(đưa vào các thông số J, R, b và m). 

3) Phương pháp thứ hai “cổ điển” 

a) Viết định lí tổng hợp động lực 

b) Viết định lí momen động lực đối với Ớ, trong hệ quy chiếu trọng tâm của Z, 

€) Suy ra phương trình vi phân bậc hai của ø. 

3) Phương pháp thứ ba (dùng thận trọng) 

a) Tính momen động lực của đĩa Ø đối với !. 

b) Vận dụng định lí momen động lực đối với / để tìm lại phương trình vi phân bậc hai của ø. 

5) Giả sử rằng ø thật nhỏ. Tuyến tính hóa phương trình đã có được và suy ra chu kì 7ọ của các dao động nhỏ 
của Z quanh vị trí cân bằng. Trước hết biểu diễn 7ọ theo hàm của ở, #, b và m và của cường độ của trọng 


trường ø, sau đó tính chỉ theo hàm của ® và ø. 


LỜI KHUYÊN LỜI GIẢI 
Đối với loại bài tập này, rõ ràng 1. Các hệ thức động học 
là phương pháp dùng bảo toàn | 3) Vì là lăn không trượt vận tốc điểm 7 của Z bằng không; như vậy 
cơ năng là gọn và đơn giản nhất. Ì 0(1y„)=Ö= 0(C)+ ở ñ„ A C¡ dẫn đến #+ Rở =0 

—_ |x+bsinz 
_ Phương pháp thứ hai hơi nặng về | b) Khối tâm Ở có các thành phân : OG| R~bcosơ 
tính toán và phương pháp thứ ba là 0 


hay nếu ta trực liếp tính momen 
động lực của vật rắn ở điểm tiếp 
xúc I khi dùng định lí KŒNIG đối 
với mornen động lực (trước hết ta 
phải tránh lấy đạo hàm của 
momen động lượng của vật rắn 
đối với I, điểm tiếp xúc hình học 
của hai vật rắn, VÌ có nguy cơ 
quên các số hạng). 


Chú ý : ta phái áp dụng hai lân 
định lí HUYGENS. 


Lấy đạo hàm ta được : 

*+ bcOs đỡ = (—RÑ + bcosơ)ở 
s vận tốc ø(G)| bsinưở 

0 


(ÝR+bcosơ)ở — bsinzđ? 


© gia tốc ä(G)| bsinưở + bcosở” 


0 
2) Phương pháp năng lượng 
a) Động năng của Z có thể tính từ định lí KŒMNIG : 
Øk= 2mu(GŸ + 2Jo4Ÿ, hay xuất phát từ ổk = 2Ji4', vì điểm I của 


đĩa có vận tốc bằng không. 

Định lí HUYGENS cho phép tính các momen quán tính của Ø đối với một 
trục song song với (Óz) và : 

*® đi qua Ớ: 7œ =J -mbŸ ; 

* đi quaÏ: Jr =Jec + mỚI? =ửc +ưm(ÑŸ + bˆ ~2Rbcosđ). 

Trong cả hai trường hợp, ta tìm được : 


Đặ = sơ + mÑ? -2Rbcosơ)ở” . 

b) Thế năng Ø?› bằng : 

p= —m§.OG(+cte) , VậY ấp = -mg(R - bcosơ) + cte.. 
c) Vì lăn mà không trượt, lực tiếp xúc giữa mặt đất và Z không làm việc, 
cơ năng của đĩa được bảo toàn trong quá trình chuyển động : 

M=%x +p =Cle. 

Như vậy ta có được nguyên hàm của năng lượng : 

s0 + mÑP ~- 2mRb cosơ)ở? + mø(R - bcos ơ) = clc . 


Sau đó lấy đạo hàm : 


(7+ mÑŸ ~ 2niRbcos œ)ở + mRbsin bi 


+ mgbsinø = 0. 


3) Phương pháp “cổ điển” 

a) Định lí tổnp hợp động lực khi 
thực hiện chiếu lên các trục (Óx) và 
(Óy) cho ta : 


t‹<( —R + bcosơz)ở — mb sin dở? =T 


m(bsindỡ + bcosưở”)= N~ H8 
Với kí hiệu T và M là các thành phân của phản lực ® của mặt đất lên Z. 


b) Định lí momen động lực đối với Ớ, trong hệ quy chiếu trọng tâm của 
đĩa, thực hiện chiếu lên (Óz), cho ta : 


Jgở =(J— mb? )ở = (G1 A R).ẽ, =—bsinzN +(R_— bcosơ}T'. 


Như chúng ta đ4 lưu ý, cách tính 
thứ hai này cực kì là tế nhị, lời 
khuyên là không nên theo cách 
này. 


c) Khử 7 và trong ba phương trình trên tất nhiên là ta tìm lại được 
phương trình vi phân ở câu hỏi 2) c). 
4) Phương pháp thứ ba 
a) Ta có thể tính momen động lực của Z ở 1. 
* Hoặc là dùng định lí KŒNIG : 
Dị =1G^ mã(G)+ Jgởẽ,, 


ta tìm được Õy =|U + mR ~2Rbcosơ) ở + miRbsin gđ2 ]ẽ,. 


* Hoặc là dùng cách biểu diễn momen động lượng của D đối với ï nhờ 
định lí KŒNIG : 


Ủy =1GA mũ(G)+ Jcởẽ, =[J + m(RŸ ~ 2Rbcosơ)|đẽ, , 
hay là bởi „ = Juớẽ, = [J + m(Rˆ - 2Rbcosơ)jớẽ, 
và dùng hệ thức : 


¬ .... d N2 : 
Dị= ¬y m6)^ 0(G)= — (Ji(@)đ)ễ; + m hình bạc )^ P(G) 


Ta suy ra từ đây, theo cách hình học, momen động lượng lụ: 
s phép tính đựơc thực hiện xuất phát từ điểm hình học ï mà vận tốc bằng 
vận tốc của C: 
Chinh học ) = 0C) =—Rởẽ, ; 
* chúng ta cũng phải lấy đạo hàm Jr(#) phụ thuộc vào ø. 
Rõ ràng là ta tìm lại được cùng một biểu thức của Øy. 
b) Vận dụng định lí về momen động lực ở 7, phép chiếu lên trục (đz) 
cho ngay kết quả (chỉ có momen của trọng lượng đối với 7 là khác 
không) : ' 
(+ mÑ ~ 2mIRb cos œ)ở + mRbsin dở” — mgbsinơ. 

5) Nếu œ là nhỏ, phương trình trên được đơn giản thành : 

(J+ mRŸ — 2mRb)ở = -mgbœ 
Vật hình nửa đĩa Z2 thực hiện những dao động nhỏ hình sin quanh vị trí 


ơ =0 với chu kì : 


2 
Tạ =2z J+mKR“ —2mRb : 
mẹcb 


Thay J và b bởi các giá trị của chúng, chu kì này cũng có thể viết thành : 
(9z—16)R 


Ta = 27 
0 8 


Tài tấp 


ẤP DỤNG TRỰC TIẾP GIÁO TRÌNH 


“Í can bằng của một cái thang trên mặt đất 


Một cái thang đôi gồm hai 
nửa để leo AB và BC 
giống nhau, khối lượng 
không đáng kể, chiều dài 
b, góc giữa chúng là 2ø, 
đứng yên trên mặt đất nằm 
ngang. 

Khớp nối giữa hai nửa để 
leo lên được xem là không : 
có ma sát; tiếp xúc giữa mặt đất và các hân Ạ và C 
của thang có cùng hệ số ma sát ƒ. 


VI 


cóc 


Một người khối lượng m có thể dùng thang này mà 
không bị nguy hiểm không ? (Người được xem như 
một đoạn thẳng đứng MP với quán tâm Œ : ta sẽ đặt 
x=AM). 


2 Vật rắn tịnh tiến trên mặt đất 

Trong một hệ quy chiếu galilé (Ó ; x, y, z), người ta 
xét vật rắn như vẽ ở sơ đồ (khối lượng z, quán tâm 
.Ớ), nằm trên mặt đất nằm ngang (Oxz) ở A và B. 

Tiếp xúc ở Ö xem như không có ma sát còn ở Á có 
ˆ ma sát với hệ số ma sát là ƒ. Ở thời điểm đầu, người ta 
đẩy vật rắn với vận tốc đầu là øạ (song song và theo 
chiêu ÓØ>x). 

Xác định khoảng cách d mà vật rắn chạy được cho 
đến lúc dừng lại. 


3 Chất điểm trên một thanh quay 

(Ó; x, y, z) là một hệ quy chiếu galilé. Một thanh 
đồng nhất AOðB khối lượng M chiêu dài 2z, chuyển 
động không ma sát quanh trục (Óz) thẳng đứng. 
Momen quán tính của thanh đối với trục (Øz) là 


=1 Ma2, 
3 


8- CHVR 


Người ta đặt lên đầu mút A của thanh một chất điểm 
P có khối lượng m. Tiếp xúc giữa P và thanh có hệ số 
ma sát trượt là ƒ 

Người ta buông toàn bộ {thanh + chất điểm} không 
vận tốc đầu, ở vị trí nằm ngang ø = 0. 

Ở những điều kiện nào P vẫn còn ở trên thanh ? 


4 Chuyển động của một thanh 
trên một trục nằm ngang 


(Ó; x, y, z) là một hệ quy chiếu galilé. Một thanh 
đồng nhất AB có khối lượng m, chiều dài 2b, tâm Œ, 


momen quán tính J = 2m0) SO VỚI trục đi qua C và 


vuông góc với thanh, được đặt trên một trục có bán 
kính không đáng kể trùng với (Øz). Tiếp xúc giữa 
thanh ngang và trục được đặc trưng bởi hệ số ma sát 
trượt ƒ. Ở thời điểm đầu, ngừơi ta buông thanh ra ở vị 
trí nằm ngang, không có vận tốc đâu (lúc đó thanh 
trùng với trục (Óx)) sao cho ÓC = a với Ö < a< b. 


- : a : | 
“6 ¿ ị 
———> 
Á l C B * 
t=0 
} 


Ở độ nghiêng đụ nào thanh bắt đầu trượt trên trục (Óz) ? 


5 Sự rơi của đồ chơi hình trụ 
Hệ quy chiếu trái đất xem như là hệ galilé. Ở thời điểm 
ban đầu, một đô chơi hình trụ đông nhất (khối lượng ”, 


bán kính R, momen quán tính đối với trục J =2 mRỂ) 


nằm ở cạnh A của một cái giá (cạnh của giá này song 
song với đường sinh của đồ chơi hình trụ). l 

Dưới ảnh hưởng của vận tốc ban đầu, không đáng kể, 
đồ chơi hình trụ rơi xuống. 


Trên sơ đồ ta vẽ đồ chơi hình trụ lúc ban đầu, rồi ở 
một thời điểm nào đó về sau. 


Ta kí hiệu ƒ là hệ số ma sát trượt piữa đồ chơi hình trụ 
Và cái giá. 

Ở độ nghiêng øz¿_ nào đồ chơi bắt đâu trượt trên cạnh 
A của giá trước khi rơi khỏi giá ? 

Áp dụng số với ƒ= 0,2. 


SỬ DUING VỐN KIẾN ThỨ( 


Lăn và trượt của một hình trụ 
trên mặt đất năm ngang 


Ta xét một hình trụ đồng nhất, có quán tâm Ớ, khối 
: 1 

lượng zn, bán kính ¿ và momen quán tính 7 = _ má) 

đối với trục của nó. 

Đối với các áp dụng số, ta lấy m = 2kg, a = 5cm. 

Gia tốc trọng trường là g=10 m.s Ÿ. 

Hệ quy chiếu trái đất (Ó; x, y, z) được giả thiết là hệ 

Galilé, trục (Óz) thẳng đứng và hướng lên trên. 

Hình trụ Z quay quanh trục của nó với vận tốc góc 

đ@p =@y€y (y là vectơ đơn vị của trục (Óy), 

đøg >9); cho biết øạ = 60 rad.s”Ì, 

Ở thời điểm ¡ = 0 hình trụ nằm trên mặt nằm ngang 

cố định (xÓy). Quán tâm Ở ban đâu đứng yên đối với 

mặt này. 

Ta gọi ƒ là hệ số ma sát trượt của hình trụ trên mặt 

(xÓy). 

Kí hiệu # là phản lực của mặt này lên € và kí hiệu M 

và 7 là các thành phần pháp tuyến và tiếp tuyến của 

phản lực đó. 


1) Vận dụng các hệ thức cơ bản của động lực học, 
xác định ở thời điểm r, các số đo đại số của vận tốc š 
của quán tâm C, của vận tốc góc ø và vận tốc trượt 


„của quán tâm Khi có trượt. 


2) Ở thời điểm ¡¡ nào thì hết trượt ? Xác định các giá 
trị š¡ và ø¡ của š và øœ ở thời điểm này cũng như 
khoảng cách xị đi được. 


Tính các trị số í¡, š¡, đø¡ và xị khi ƒ= 0,1. 


3) Xác định công W trong khoảng / = 0 và /=¡¡ của 


phản lực R ban đầu theo cách trực tiếp, sau vận dụng 
định lí động năng. Tính WM. 

4) Chuyển động của sau í¡ là thế nào ? Biện luận 
và vẽ các đường conp biểu diễn biến thiên của š và 
œ theo thời ø1lan. 


'/ Dao động của một thanh trên một hình trụ 
Ta đang ở trong hệ quy chiếu trái đất Galilé; trọng 
trường có độ lớn là ø. 

Một thanh đồng nhất tiết diện không đáng kể, khối 
lượng ”, quán tâm Ớ, chiều dài 22, mornen quán tính 
J = ma” đối với trục đi qua Ở và vuông góc với 
thanh. Thanh được đặt nằm ngang ở đỉnh $ của một 
hình trụ f đứng yên và bán kính là b; Ở trùng với Š. 
Sau đó thanh được dịch một góc đạ, vẫn luôn piữ 
cho tiếp xúc với #'khi chuyển động không trượt, sau 
đó được thả ra không có tốc độ đầu. Cần nphiên cứu 
dao động không trượt của thanh trên #⁄ 


1) Tìm biểu thức của động năng của thanh ở một thời 
điểm / bất kì nào đó. 

2) Tìm phương trình vi phân cho phép biết được 
chuyển động của thanh. 


3) Xét trường hợp dao động nhỏ ( Øẹ < 1 rad ). 

a) Đơn piản hóa phương trình có được ở câu hỏi 2). 
b) Tính chu kì 7 của các đao động nhỏ của thanh. 
c) Tính giá trị cực tiểu ƒ¿ của hệ số ma sát trượt để 
ngăn cản không cho thanh bị trượt. 

đ) Tính 7ạ và ƒẹ đối với a = 0,22 m; b = 0,1 m; 
g=9,8 ms”?; Øạ =0,1 rad. 


© Cuộn dây trên mặt phẳng nghiêng 


Một sợi dây quấn trên một ống dây xem như là một 
hình trụ đồng nhất (khối lượng m, bán kính #, momen 
l F 

quán tính J = 2M” so với trục) hình trụ dịch chuyển 
theo đường có độ nghiêng lớn nhất (Óx) của một mặt 
phẳng nghiêng một góc œ so với đường nằm ngang. 
Giả thiết là đây đủ mảnh để mẩu đây A9 luôn luôn bị 
căng song song với (Óx). Hệ số ma sát giữa mặt 
phẳng nghiêng và ống dây là bằng ƒ. Ở thời điểm ban 
đầu, ống dây đứng yên. 


1) Với những giá trị nào của z ống dây còn đứng yên ? 
2) Trong trường hợp chuyển động : 

a) Tính gia tốc của tâm Œ của ống dây; 

b) Tính tổng năng lượng giữa thời điểm đâu và thời 
điểm í. 


Q Dao động của một hình trụ 
trong một máng nước _ 
Ta xét một hình trụ Z đồng chất, quán tâm là Ớ, khối 


2 


: : : 1 
lượng 7, bán kính 4, momen quán tính là J= ếu 


đối với trục của nó. 


Khi áp dụng số, ta lấy m = 2kg và a = 5cm. 

Gia tốc trọng trường là øg= 10 m.s 2. 

Hệ quy chiếu trái đất (Ó; x, y, z) được xem là GŒalilé, 
trục (2z) là thắng đứng và hướng xuống dưới. 

Hình trụ # lăn không trượt bên trong một hình trụ 
rỗng, cố định có tâm Ó bán kính b (b > 4). 

Các trục của hai hình trụ là nằm ngang và song sonp 
với (3). 

Vị trí của #' được xác định bởi póc đ 


: - a_ gØ : 

1) Thiết lập hệ thức giữa Ø= Sợ , ú, b và vận (Ốc póc 
lị 

œ của hình trụ #Ø bằng cách sử dụng điều kiện lăn 
không trượt. 
2) Tính động năng của Z'theo hàm của 7, a, b và ổ. 
3) Chứng tỏ rằng có sự bảo toàn cơ năng và viết hệ 
thức tương ứng. Ta kí hiệu đ„„ là biên độ cực đại của 
các đao động Lâu < :] . Biểu điễn ổ” theo hàm của 
6d, b, Đvà đặ. 
4) Đối với câu hỏi này, ta đặt vào trường hợp đặc biệt 
Ø nhỏ. Xác lập phương trình vi phân bậc hai mà Ø 
là nghiệm. 
Xác định chu kì 7¿ của các dao động nhỏ trong 
trường hợp này. Tính chu kì đó đối với b = 20 cm. 
5) Xác định trong trường hợp tổng quát các biểu thức 
của thành phần pháp tuyến X và thành phần tiếp tuyến 7 
của phản lực # của hình trụ rỗng tác dụng lên 
Cho biết các thành phần thay đổi như thế nào với Ø 
và chứng tỏ rằng để thực sự luôn luôn chỉ có lăn mà 
không trượt, hệ số ma sát trượt ƒ phải là lớn hơn một 
giá trị nào đó phụ thuộc vào đự, mà ta sẽ xác định 
chính xác được. 


“Í Chuyển động của một tấm ván 

trên một hoặc hai hình trụ 
Ta xét một tấm ván hình vuông .# có khối lượng ø, 
cạnh là 2z, bề đày không đáng kể, các đỉnh là A, A', D', 
Ð và quán tâm Ở. Các chuyển động của tấm này được 
nghiên cứu tronp hệ quy chiếu trái đất Z giả thiết là 
Galilé. Trọng trường có cường độ kí hiệu là ø. 


Để áp dụng tính số, ta lấy a= 0,2m và g=9,8 m.s ”. 


1) Tấm .Z được đặt không tốc độ đầu trên một thanh 
Z và trên một hình trụ có bẩn kính b. Z và #có ` 
các trục song song nằm npanp sao cho tấm ván được 
nằm ngang : cạnh AA' song song với các trục này. 
Cho hình trụ có chuyển động quay đều với vận tốc 
góc œ > 0. Tiếp xúc giữa .Z và Z là không ma sát 
trong lúc đó tiếp xúc piữa 7 và # có hệ số ma sát 
trượt là ƒ. 

Ta lấy ! = a, !Ơ = x; lúc ;= 0, Ở trùng với ï. 

- a) Chứng tỏ rằng đầu tiên tấm ván trượt trên hình trụ 
và chuyển động. 

b) Rút ra các định lí cơ học tổng quát về chuyển động 
của ỞỚ trong pha trượt này. 

c) Tìm hệ thức giữa / ø, ø, b và ø sao cho luôn luôn 
có trượt : hệ thức (1). 

đ) Trong trường hợp hệ thức (1) được thỏa mãn, hãy 
viết các biểu thức của x() và zxŒ). Vẽ các đồ thị 
tương ứng. 

e) Giả sử hệ thức (1) không thỏa mãn. Hãy viết các 
biểu thức của x() và ‡) . Vẽ các đồ thị tương ứng. 
f) Người ta cho b = 0,1 m và ƒ= 0,4. Lúc nào tấm ván 
rời khỏi hình trụ với vận tốc góc : 


@=15rad.s 1? @ =5 rad.s 1 ? 


2) Thanh Z được thay bằng hình trụ #' giống như 
quay cùng vận tốc ø nhưng ngược chiêu. Luôn luôn 
ta kí hiệu ƒ là hệ số ma sát trượt của tấm ván lên mỗi 
hình trụ. 


Khi ? = 0, tấm ván được đặt nằm ngang trên các hình 
trụ trone các điều kiện sau : 


xØ)=S : 0< ‡(Ó) < ba. 


a) Thiết lập phương trình chuyển động của Ở. 

Điều kiện 0 < š(Ó) < bœ& kéo theo những gì 2 

b) Chứng tỏ rằng có một thí nghiệm cho phép xác 
định hệ số f bởi một phép đo thời gian. 


“1 Í chuyển động của một chất điểm 

trong một cái ống lăn không trượt 
Trong một hệ quy chiếu trái đất piả thiết là Galilé, có 
một cái ống hình trụ bán kính # khối lượnp XM, 
momen quán tính j#= MRT đối với trục của nó, lăn 
không trượt trên mặt đất nằm ngang. 
Bên trong ống này có một chất điểm P khối lượng m 
trượt không ma §át. 
Cả tập hợp được xác định vị trí theo tọa độ x của tâm 
€ của ốnp và bởi póc Ø= (Cï, CP) là póc xác định vị 
trí của chất điểm P. 


Ở thời điểm đầu, cả tập hợp đứng yên và Ø = đụ. 


y 


1) Viết hai phương trình mà +x, Øvà các đạo hàm của 
chúng nghiệm đúng. 


2) Giả thiết 6; nhỏ, tính chu kì của những dao động 


. nhỏ của hệ. 


“1 Ø Chuyển động một chất điểm 

trong một cái ống không có ma sát 
Lấy lại bài toán trên (với cùng những chú thích) và 
giả thiết rằng không có ma sát nào piữa ống và mặt 
đất. 


Tế 


4 3 Dây quấn vòng qua một thanh trụ 

Một cuộn đây không đàn hỏi, khối lượng không đáng kể 
quấn Vòng qua một thanh hình trụ bán kính 8 nằmngang, 
đứng yên (dây vắt qua đúng nửa vòng của hình trụ). 
Tính giá trị cực tiểu ?g 
của lực # cân phải tác 
đụng ở đầu mút A của dây 
để ngăn cản không cho tải 
trọn P khối lượng m, 
móc vào đầu mút 8 của 
dây bị rơi xuống. 

Giả thiết rằng hệ số ma sát 
trượt của dây đối với thanh 
là bằng ƒ và trọng lượn# 
của dây là không đáng kể so với lực căng ở tất cả các 
điểm của dây. 


Vận dụng định lí tổng hợp động lực với một phần tử 
của dây tiếp xúc với thanh, sau đó lấy tích phân 
phương trình có được. 


lờ 
Tính “9 
LỎNG 


đối với /= 0/2. 


44 pao động của một hình trụ và giá đỡ 


Ta xét hệ dưới đây, linh động trong hệ quy chiếu 
Galilé (Ó; x, y, z) với (Ox) thẳng đứng, đi qua điểm 
giữa của AB. 


Giá . có khối lượng M, có thể trượt mà không ma sát 
trên mặt đất nằm ngang. 

Giá được nối với A và 8 bằng hai lò xo giống nhau, 
có độ đàn hôi là k. Hai lò xo không bị căng khi trung 
trực (Óx) của ÁB trùng với trung trực (Ó*) của 
(tương ứng với vị trí cân bằng của hệ). 

Mặt trên của .Z là một mặt hình trụ có tâm Ở' và bán 
kính 4a. 


Trên .Z có một hình trụ 2 đông nhất, tâm €, khối 
lượng m, bán kính Ð (b < 4), momen quán tính 


Ị : ẫ 
J= 2 mbỶ đối với trục của nó. Hình trụ Z có thể lăn 


không trượt trên .Z. Vị trí của hệ được xác định theo 
y=ÓØ' và Ø=(ÓØ'x, Ó'€). 
1) Viết các phương trình chuyển động và tìm hai 
phương trình vi phân liên kết các biến y và đ, các đạo 
hàm của chúng và các thông số a, b, ø, k, M và m. 
1Ã SỨ rŠ c sẽ & = § `. Ậ 
2) Giả sử rằng Mf = m, a = 3b, `. œ“ và Ønhỏ. 
m„ 
Các phương trình trên sẽ thay đổi như thế nào (người 
ta sẽ dùng các thông số ø và Ù). 
3) Ta tìm các nphiệm dưới dạng 
8Ø =Øpcos(OI+ø); y= vọạ cos(©f + øØ). 
a) Xác định giá trị của vận tốc póc 2 phụ t: tệc vào 
œ để các nghiệm nói trên là thích hợp. 
b) Trone những điều kiện trên giá trị cực tiểu của hệ 
Số ƒ của ma sát trượt giữa ⁄Z và Z2 phải như thế nào để 
có Z không trượt trên .Z ? 


BÀI GIẢI 


1 Đây là bài tính phăng trong mặt phẳng (Oxy) của hệ quy chiếu 

trái đất mà ta giả thiết là Galilé. Giả sử thang và người dùng thang là 

cân bằng. 

Theo sơ đồ vẽ sau đây, ta có thể dùng các định luật Coulomb để biểu 

diễn phương trình của các lực ma sát TỊ. và 1; ; ta có thể đặt : 
ñ=f8,; Ñ=Mẽ, (Œ,M.>0) 

1 =-lếy; ÁN =N;ẽy, (,M; >0) : 
Tông hợp các lực ngoại tác dụng lên hệ (thang + người dùng) là băng 
không, từ đó : 

Tị =Ta 
Nị=Nạ = mẹ 
Momen dối với A (thí dụ) của các lực ngoại là bằng không, từ đó : 
N;¿2bšinø = xsindzme. 
Ta suy ra từ đó : 


Ă 
N =_--ÏTf, 
PSÐN 2b 


Để tính Tị và T;, ta biểu diễn momen đối với B của các lực ngoài 
chỉ tác dụng lên nứa để leo BC, momen đó bằng không - 
M;bsind ~ Jbcosơ =0. 
Từ đó ta tìm được : 
T1 =1? =Natgư =— ¡nạ lgø 
2b 
Các định luật COULOMB quy định : 


2 . š 
1 SN, tạ suy ra wz</[ -Ủ, Tạ SEN) từ dây tư †. 
X 


MÔ? 9h00 duy 


Biết rằng x là nhỏ hơn b, điều kiện thứ hai là hạn chế hơn điều kiện 
thứ nhất; người dùng thang có thể leo lên cao nếu tgœ < f. 


Mặc dù vậy, giá trị giới hạn của œ chắ chắn không phải là quá lớn (đốï 
với f= (2 ta tìm thấy giới hạn “ 1IẺ }; nếu người sử dụng muốn mở 
rộng thêm hai nửa thang ra thì phải dàng đây buộc chúng lại ! 

ỳ B 


Ở đây tác động của AB và BC ở B quy về một lực È tác dụng lên B 
(vì không có ma sát); theo định luật tác động và phản tác động, BC 
thực hiện lên AB một lực - F.. Khi giải, ta phải sắp xếp để tính các 
momen sao cho không có lực F này xen vào. 


vu Ta kí hiệu (—Tiể, + Mẽy) là lực tiếp xúc ở A (các định luật 
Couloinb quy định Tị,N\ >0 ) và N;ềy là lực tiếp xúc ở B (không 
có ina sát ở B). 
Định lí tổng hợp động lực khi chiếu lên (Ox) và (O y) cho : 

mử =~Tị =~fN\ _ : 

: A. 

USNid N2 VI CÓ trượt ơ 
Vận dụng định lí momen động lượng đối với G trong hệ qu Iy chiếu 
trọng tâm, khi chiếu lên (Oz) ta có : 

O=-—h ~bN +bN; (vật rắn không quay), với Tị = fN\. 

Khử N\ và N; trong ba phương trình, ta có : 


lý 
*#=~- zh =cle=—a (a>0). 
2b+fh 
Ta nhận xét rằng gia tốc này là không đổi và âm, và ta suy ra : 
_ và _ và 2b+fh 
22 2 Íh 


53 Ta vận dụng định lí tổng hợp động lực ở điểm P. Khi chiếu lên các 
trục tọa độ cực ế„ và %y , kí hiệu T và N là môđun của các thành phân 
tiếp tu sh và pháp tuyến của lực tiếp xúc mà thanh tác dụng lên P: 


mađ? =T— mgsinœ (I)_ Y 
—ma3 =N - mgcosơ (2) 


Ta phải tính ö& và ö theo G, Muốn vậy, áp dụng cho cả tập hợp 
(thanh + P) định lí momen động lượng ở O, khi chiếu lên (O2) : 
(+ ma?)ở = 1ngacosœ 


Ta có thể viết dưới dạng : 

mga _ g@ 3m — 
J+ma aM+ 3m. 
Nhân hai vế của phương trình trên với œ và lấy tích phân phương 
trình có được trong khoảng từ thời điểm đầu đến một thời điểm nào 
đó, ta có : 


ở=0@?csŒ với q2 = 


ở? =2? sinœ 

Đưa các biểu thức của & và đ vào trong các phương trình(1) và (2) 
la có : 

T = mgsinữ + 2 maœ` sinœ 

N= mpgcosơ — Ta@)ˆ c0sŒ 
Pcòn ở trên thanh khi mà N>0 và |TI=T < gi điều này quy định :. 
f Ø~ 402 x=f M 

g+2au?  M+9m 

Vậy nếu g< aœˆ, Prời khỏi thanh ngay từ khí bắt đầu chuyến động. 
Nếu g>aœˆ”, P rời khỏi thanh khi œ = 0. 


2 và 
g8>0ˆ và tgữ < tgữŒạ = 


‹ Khi xuất phát, vận tốc của thanh bằng không : thanh không trượt 
trên giá, và khoảng cách OC giữ không đổi và bằng a (điều này đúng 
khi mà thanh không trượt, như ta đã giả thiết ở bài tập). 

Vận dụng cho thanh định lí vê tổng hợp động lực : kí hiệu T và N là 
mođun của các thành phần tiếp tuyến của phân lực của giá lên thanh ở 
O, khi chiếu lên các trục tọa độ cực ế, r Và 6g ftacó: 

—maÖ? = mg sin8 —7 

maỔ = mg cos9 ~ N 


Vận dụng cho thanh định lí momen động lượng đối với O, khi chiếu 
lên trục (0z) : 


Jð = [»£ + : mb? - mgacos® . 


Nhân hai vế của phương trình này cho 8 và lấy tích phân phương 
trình có được từ thời điểm đầu đến một thời điểm nào đó, ta được : 


2.1 12 \ổ” 
k kẺ nan: 


Thay các biểu thức của Ø và Ö trong hai phương trình đầu tiên, ta 
SU Ta: 


2+ 2 
T= DEHÒ ng báo ¬ 
?+b 
' 2 
N=mgcos8 
3a? +ĐŸ 


Thanh không trượt khi : 


ITI=T<ñN, 
điều này dẫn đến : 
p? 
tgØ < tgổạ =f—- s 
94ˆ+b 


bà chơi hình tụ chịu tác 
dụng của trọng lượng mỹ của nó 
và phản lực của cái giá 
(NE,-TE„) đặt lên điểm A ở 
hình vẽ bên. T và N là dương theo Ê 
định luật COULOMB. 


Khi xuất phát, vận tốc của điểm A của đồ chơi hình trụ là bằng 
không; ta giả thiết rằng đô chơi này không trượt trên giá ở pha đầu 
tiên, điều mà ta sẽ kiểm nghiệm lại về sau. 
Vận dụng định lí tổng hợp động lực, khí chiếu lên ẻ„ và 6„ , ta được : 
-mRớ? = N~ Tp CosŒ 
mRÈ = —T + mg sinœ 


Tiếp đó, vận dụng định lí momen động lượng đối với A (cố định), 
chiếu lên (0z) : 
J „ở = mgRsinœ 


với Ja = mÑP +2 m#Ẻ =s mổ (định lí HUYGENS) 
Nhân phương trình cuối này với œ và lấy tích phân từ thời điểm O 
đến thời điểm t, ta có : 

-mÊ4” = mgR(—~cosơ + ]) , 


(Chú ý là ta có thể có hệ thức cuối cùng này khi áp dụng định lí về 
động năng). 
Vậy ta có thể biểu diễn T và N theo G : 


T=. ngàng và N= ng(Teoszr~4) 


Giả thiết rằng đô chơi hình trụ vẫn tiếp xúc với giá, tức là N > 0, 
nghĩa là nếu : 


xử 4 
7cosŒ —4>0, vậy œ<ơi. cho bởi c0sơi KT 


Đô chơi hình trụ không trượt ở A nếu T < fN (nhớ rằng T và N đều 
dương), nghĩa là khi sinœ < ÑTcosœ — 4), tức là : 
ơ <ơy cho bởi sinœ; = f (Tcosœ ~4) 


VŒcosơ - 4) 


Ta đã biểu diễn ở sơ đô trên đây các đường cong của hàm sinœ và 
Ñcosơ ~ 4). Ta cũng nhận xét rằng << 0. và đồ chơi hình trụ 
như vậy là bắt đầu trượt trước khi rời giá đỡ. Quá trình trượt bắt đầu 
từ khi độ nghiêng là œạ = G¿ . 

Áp dụng số : œ„ =ơ; = 0,41rad, vậy là 219. 

Chú ý : Vượt khỏi độ nghiêng Œạ , các phương trình trên rõ ràng là 
không còn giá trị nữa vì đồ chơi hình trụ bị trượt. Nhất là không nên 
kết luận rằng đô chơi hình trụ rời khỏi giá ở độ nghiêng ơy.. 


ó 1) Ta kí hiệu x là tọa độ của 
điêm Œ. 

Vận dụng cho hình trụ : 

* định lí tổng hợp động lực trong 
hệ quy chiếu trái đất, khi chiếu lên 


các trục (O) và (O2) ta được : 
mề=T 
O=-mg+N 


* định lí momen động lượng đối với Œ, trong hệ quy chiếu trọng tâm 
của hình trụ, khi chiếu lên (Oy) ta được : 


2 


Jò=- nà dù =—aT 


Khi khởi động, hình trụ trượt mạnh trên mặt phẳng (ban đầu số đo đại 
số của vận tốc điểm I của hình trụ bẰng —ad)g ) : định lí COULOMB 
quy định T >0 và T = fN. 

Từ đó ta suy ma : X= gf, và š= fạt có tính đến các điều kiện đầu; 


ƒB- Và, f 22% LỆ S20 HÀ quận xà 
@ =—-2£ , tđồ œ0 = ~2ˆ“†+ạ „ Có tính đên các điêu kiện đâu. 
â â 
Vận tốc trượt của hình trụ là : 


Õy =Ø am vụ) =ð(0)+0 AGI=(š—~ a0)Ẽ, . 
Vậy số đo đại số là : u„ = 3ff ~ a0. 
2) Sự trượt chấm dứt ở thời điểm tị xác định bởi 0y =Ũ_ vậy 
tị -, từ đó : 
3g 


l ä 00 


`. l hy ð 
*ị =X(l|)=~a0ạ; 0\ =—0ạ; Xị = X(f\)=~— Í gtị = 
Ị Lên 001. Hav5i ()=>fet l§ 
Áp dụng số : š =l ns 1; @\ =20 tad.s””; xị =0,5 m. 
3) Ta xác định công của lực tiếp xúc RÑ tương ứng với công của lực 
ma sắt T =Tề, : 

la l t, 
M=[. Ñ. 0Öym n)dt = Ít To,dt = | ng (3f gt ~aay)4t, 


2-2 


l 
VẬY : ng. œ§. 


Chúng ta có thể tìm lại công này bằng cách vận dụng định lí vê động 
năng của hình trụ trong khoảng từ thời điểm đầu đến thời điểm \ : 


Ly l ] 
w=8⁄0)~80)=| 2 s(4 ; KHI 


Thay thế š, và œ\ bởi các giá trị của chúng, rõ ràng là ta tìm thấy 
được cùng kêt quả.. 
Áp dụng số : W = —3J 
4) Sau thời điểm !ạ, hình trụ lăn không trượt trên mặt đất 
(š— aœ =0) ; lúc đó công của lực tiếp xúc luôn luôn là bằng không 
và động năng của hình trụ không đổi, từ đó 
Ä =Cfê£=#| và 0 =cle =0). 
Sơ đô dưới đây biểu diễn đồ thị của x và œ phụ thuộc thời gian. 
* œ 


0 !ị f 0 l) f 


L_ 2 1.2 
ếk =—mu“ˆ(G)+—J0“. 
K=2 (G) 5 


Đưa vào các vectơ đơn vị ở 
tọa độ cực ẻ„ và cạ, ta 
tính vận tốc 0 của khối tâm 
G của thanh : 

0G = bế, —bØ&p 
VÌ thanh không trượt, các 
chiều đài IƠ của thanh và 
1S = bÐ của hình trụ là bằng 
nhau, từ đó lắ ìy đạo hàm : 

u(G) =bØ06ẻ,. 


2 
Ta suy ra : Ýy cạn [se Â 


2) Thanh chịu tác dụng trọng lượng mỹ của nó và phân lực tiếp xúc 
của hình trụ ởI là W+T_. Vì không trượt, phân lực (N +T ) không 
làm việc và cơ năng của thanh là không đổi khi chuyển động. 


2 
ác —nÿ.@0=de, vậy r|e9 sậh #(bcosØ +bØsinØ)=de. 


LẤy đạo hàm và giản lược Ö ta được : 


2 
dị» ti_n + gbØ cosØ =0, 


3) a) Chỉ giữ những số hạng bậc một của 9, phương trình trên trở 
2 
thành “-ổ+ ¿h0 =0, 


b) Ta nhận thấy một phương trình vi phân cổ điển mà tính đến các 
điêu kiện đâu, nghiệm là : 
0 =ØgcosQÔt, với 2 = cơ 


2 
a 


: 27 â 
Chu kì Tạ. của các dao động là Tạ =——= 27 ' 
0 14 lọ ọ \ạẹp 


c) Viết định lí tổng hợp động lực theo cách chiếu lên các trục của tọa 
độ cực „ và ếp : 

mb(07 +Øổ)= N— mg cosØ 

mb86?=T+ ng sin0 
Với giả thiết là Ð nhỏ, từ trên ta có : 

N> ng và T z -mg8 

Định luật COULoMB quy định |TÌ< fÌN|, từ đó |Ð|<f_ ở mọi thời 
điểm. Vậy phải lấy f > fạ =0 . 


-_ đ) Áp dụng số Tạ =0,735 ; fạ =0,1. 


ö Ta viết các phương trình chuyển động. Cuộn đây chịu tác dụng : 
* lực căng Tay của đây : Tay = ~Tayfx (Tay >0 } 
®trọng lượng mỹ của nó; 
s phản lực mặt đất : Ñ=-TE, + Nụ, với N>0 và T > 0 (vì nếu 
cuộn dây trượt nó bắt buộc phải hướng xuông). 
Ấp dụng cho cuộn đây : 
*® định lí tổng hợp động lực, chiếu lên trục (Ox) và (Oy) trong hệ quy 
chiêu (O; x, y, Z) galilế : 

HN = —Tạy ~ T+ mgsinŒ 

O=N-mgcosơ 
® định lí momen của động lượng đối với C, trong hệ quy chiếu trọng 
tâm của cuộn dây, chiêu lên trục (O2) : 

2 mÈo = RŒay —T) 

Ở đã ly kí hiệu đỗ =œẻ, là vectơ quay của cuộn đây. Ta viết những 
hệ thức động học. 
Dây không trượt trên cuộn dây, ta có : 

0(Bạy) = Ø(Buuen ay) = Ở 
Từ đó Ø(C)= Ö(B,ạn qay) + 0ẽ, A BC = 0ẽ, A BC vậy š= R0. 
Tốc độ trượt là 0„ = Ø(luạn qay).ễ, = (Đề; ^ BÌ)š, =2 =2Ä 
1) Cuộn dây đứng yên : =0, œ =0, từ đó : 


â =T=7 ng sơ và N=mgcosœ. 


Định luật COULOMB quy định T< fN, từ đó tgœ < 2f. 
2) Nếu tgœ > 2f, cuộn dây trượt. Định luật COULOMB quy định 
T=fN và các phương trình dẫn đến : 
# =(jng —2f cosơ).. 

3) Ta có thể nghiệm ta rằng giữa các thời điểm 0 và t biến thiên động 
năng là : 

ÿ ` : lý ¿2.41 3. 

%()—%(0)=#kŒ) =.mỸ +2 Ja” = xmỀ 


= : mg” (sinœ -2f cosơ}” , 


là bằng công W của các lực tác dụng lên cuộn dây. Chỉ có trọng lượng 
mỹ và lực ma sát —Tey làm việc : 


W= nụ nơ(x()~=x(0))— [ 70g h 


hay W = (mg sin ở — 2fng cos œ)(X{f) ~ x(0)). 


: l : : 2 
và W=- ng” (sinơ —2f cosz) !° =AØ%. 


œ@ 1) Điều kiện lăn không trượt cho ta : 
(hình trụ )= Ũ= ø(0)+ (08, ^ Gi ộ 
vậy (b—4)Ð+ œa=0. 


2) Động năng của hình trụ ® là : 


'K= 2m(GŸ +2 Jứø” 


vậy tính đến các kết quả của câu hỏi LỤ : 
3 l 
#4 =—~m(b— a)*0ˆ 
4 
3) Vì lăn không trượt. công của lực tiếp xúc Ống nước - hình trụ là 
bắn không, do đó cơ năng của hình trụ ® bảo toàn, điêu này cho ta : 


mũ.OỔ = đè 


lẤu =ếK tÍ$ =ÊN 


3 : 
vậy T m(b— a)*Ø" — mg(b~ a)cosØ = cle. 


Ta có thể xác định hàng số khi biên độ Ø của các đao động là cực đại, 
vậy Ø=0,„ với điều cần thiết là Ö = 0. từ đó : 


x- a)Ø = #(cosØ — cùs 0 „). 


4) Lấy đạo hàm theo thời gian của phương trình trên, giả sử là Ø nhỏ 
sã 2w 
ta có: Ö=-=—“Ẽ 0, 
3(b— a) 


Vậy 0 là một hàm sin của thời gian với chu kì T = 2 


2g 


Áp dụng số : T= 0.94 s. 
5) Áp dụng định lí tống hợp 
động lực cho hình trụ #chiếu 
lên các trục tọa độ cực : 
—im(bT— a0” = mựụ cosØ ~ N 
n(b— a)Ø =—mpsinØ+ 7 
Ta đã tính Ô” ở câu hỏi 3): Ö 
suy ra từ đố bằng cách lấy dạo 
hàm hệ thức có được; thay 
0° và Ö trong các biểu thức 
của T và của N, ta có : 


l 
N = mự (7cosổ — 4cos Ømm 


] 
Tên: THÁ PC) § 


Hình trụ sẽ luôn luôn lăn mà không trượt trong ống nước khí 
|7|< £ÍN|, điều này cho ta : 
sinØ: 
_ 1@08Ø =4c0§Ø„ 
Diều kiện này luôn luôn được nghiệm đúng. cả khi Ø9 =Øm„, vậy 
phải có : 


bắt kể Ó như thế nào. 


| 
f£> 3 t9ổn 


1O 1) a) Ban đầu điểm tiếp xúc 1, của tấm ván có vận tốc bằng 
không, lúc đó điểm trùng hợp l„ của hình trụ và vận tắc (@bẽy là 
khác không, tấm ván trượt trên hình trụ. 

b) Chúng ta biểu diễn ở sơ đồ đưới đây các lực khác nhau tác dụng 
lên :âm ván : 


Áp dụng cho tấm vắn :Z : 

* định lí tổng hợp động lực tronp hệ quy chiếu Gailé trái đất, chiếu 
lên (Ox) và (02) : 

In =T : 

0=MWM+N~mg` 


* Dịnh lí momen động lượng đối với G (biết rằng tấm ván không 
quay) trong hệ quy chiếu trọng tâm của tấm ván, chiếu lên (0y) : 
O=ANx—N'(a—x) 
: ) A—X V ¬ : 
Chúng ta rút ra N=——— và sử dụng các dịnh luật COULOMB (vận 
4 


tốc trượt của thanh ở Ï là hướng theo chiều x giảm). 


N>0.T>0,T=fN= f*~* mg, 


a a 


Lấy tích phân, tính đến các điều kiện đầu, ta có : 
lÿ 
x=a(] -cos@\), với (2 = : 
ä 
©) Vận tốc trượt của tấm vần ở I được viết thành : 


V„= X— @b = a(2sin (2t T— ø0b. 


Biết rằng Ở phải ở giữa I và Ï, €2! thay đổi từ 0 đến : và ø„ là một 
hầm tăng của f (0, là âm, giá tị u„ giảm) 
Thanh luôn luôn trượt trên hình trụ nếu : 
(b>a@2 tức là nếu «ob>-jafp — (l) 
đ) Trong các điều kiện mà luôn luôn có trượt (nghữa là nếu œb> a(2 thì : 
4(Œ)= a(I— cos{20; x())= a(2sin(2t, 


TA... Tn x.  ... 5... 
cho đên thơi điên tụ .T tức là thởi điêm tâm vần rời hình trụ. 


0 01 02 0,3 t(s) 


0 01 0,2 0,3 !{) 
e) Nếu ¿0b < aQ vận tốc trượt triệt tiêu ở thời điểm tị xắc định bởi : 
sin2/ = = : 
Tiếp dó, tắm ván lăn mà không trượt trên hình trụ #. 
Do đó: 
* giữa các thời điểm 0 và Ẳ, : x()= a(I— c2); x(t) =a(2sin.I 


* sau thời điểm tị : x()= x(f)+ @b(f—t\); #(f†)= œb 


Tấm ván rời hình trụ ® ở thời điểm tạ xác định bởi x()= a. 


t; 0,5 


b@-†-~~-¬~**~~¬~~~2 


r{) 
0 01. 02 03 04 0,045 
f) Đốt với œ =5 rad.sL, tấm vần luôn luôn trượt trên # và sẽ rời 
khỏi C vào thời điểm tạ = 0,35%. 
+ Đối với =5 rads Ì, tấm ván trượt trên ® cho đến thời điểm 
t,=0,14s (x()=0,035m) ; tiếp theo đó tấm ván lăn không trượt 
trên hình trụ và sẽ rời khỏi hình trụ ở thời điểm t; = 0,415. 
2) a) Lại áp dụng cho tấm ván trong hệ quy chiếu Galilé trái đất : 
® Dịnh lí tổng hợp động lực, chiếu lên (Ox) và (O2) : 

mử=T+7 

O=N+N—-mp 
® Dịnh lí momen động lượng ở G trong hệ quy chiếu trọng tâm của 
tâm ván, chiêu lên (Oy) : 


O=MNx— N{a-x). 


Cũng như ở câu hỏi 1) b) ta tính N =^— “mg, rồi N' = mẹ. 
ä ä 


Khi khởi động, tấm ván trượt trên hai hình trụ : 
* ỞI vận tốc trượt là hướng theo chiều x giâm (0„ := #— œb< 0), T 
đương và bằng T =£N. 
*sỚP vận lốc trượt hướng theo chiều x tăng (,=#+@b>0), T 
là âm và bằng T”= - fN”. 
Ta sUy r4: 
mã =f(N—N'), vậy š=2Zx+Íy : 
tính đến các điều kiện đầu, nghiệm là 
x= 2! 2t 


mm... ' 
Với {2'= c. và ; =1(0) 
4 


Ta nhận thấy rằng vận tốc của tấm ván dao động giữa —uụ_ và +uạ ; tấm 
ván sẽ trượt không dìng lại trên mỗi hình tụ, điều này đảm bảo tính đúng 
đắn của nghiệm tìm được ở mọi thời điểm (rõ ràng là với giả thiết tấm ván 
không rời khỏi các hình trụ, nghĩa là giả thiết rằng - Sẽ ) 


z : 2 S ".. - 
b) Như vậy, đo chu kì T = 5 , Của dao động của tâm ván, ta có thê 


2 
z .. .ộ.. Z 27a 
tút ra giá trị của hệ số ma sất F =———. 


gr? 


1 XÍ 1) Chúng ta phải viết hai phương trình không có các lực 
tiếp xúc chưa biết xen vào, để biết tác động của đất lên ống và trơng 
tác giữa điểm P và ống. 

* Những lực tiếp xúc này không sinh công, một mặt là vì ống không 
trượt trên mặt đất và mặt khác là vì không có ma sát giữa điểm P và 
ống, cơ năng của hệ (ống + điểm P} được bảo toàn trong quá trình 
chuyển động. Ta có : 


# -[ 2Mø(CỶ tưới }Èzme/ với Đ(C)= 3ẽ, 


Vận tốc quay @ẻ, của ống được cho bởi : 
2Œ, „)==0(C)+@ẽ, ^ CI, từ đó O = x+ Rộ 


Ông - 
x+RsinØ *+ Rco80 
OP|R—RcosØ từđó ø(P)|Rsin8 
bộ) 0 


ếp =-mỹ .CP +cte=—m g RcosØ + ctc (thế năng trọng trường của 
ống là không đổi), từ đó : 


S tiy = MỸ +2 nGẺ + Ổ  +2iÔus8)~ ngReosÐ =ee (1) 


® Bây giờ ta vận dụng hệ thức cơ bản của động lực học đối với chất 
điểm P, chiếu lên tiếp tuyến của vòng tròn ở P, tức là sạ , trong hệ 

-£ 2+ #Ấ, 2 2“ ` 2 2. “ ^ ⁄ 
quy chiêu trái đât. Phản lực của ông là vuông góc với ông, không có 
thành phân nào ở tiếp tuyến cả. 


y 


O 
Ta có được gia tốc ä(P) của điểm P bằng cách lấy đạo hàm của vận 
tốc 0(P) đã viết ra ở trên. 

mã(P).8&g = m({cosÐ + R)=—mgsin8 (2) 

Chúng tôi khuyên độc giả tìm phương trình cuối cùng này bằng cách 
'áp dụng vào điểm P định lí momen động lượng đốt với C : 
* hoặc trong hệ quy chiếu trái đất (và C là chuyển động) ; 
s hoặc trong hệ quy chiếu của tâm C và chuyển động tịnh tiến với vận 
tốc 0(C) so với hệ quy chiếu trái đất (và hệ quy chiếu chu 'yển động 
này không phải là galilé). 


2) Ta lấy đạo hàm nguyên hàm của năng lượng (1) rỗi bỏ các số hạng 
bậc cao hơn hai, ta được : 
(2M+ m)Xx + m(Rˆðô + RšÔ + Rxổ)+ mgRồ6 =0 (3) 
Chỉ giữ những số hạng bậc một trong phương trình (2) ta có : 
ï+RÐ+ g6=0 (4) 
Nhân phương trình (4) với mRÔ và trừ theo từng số hạng của 
phương trình vừa có được với phương trình (3), sau khí đơn giản hóa 
với Ä : 
(2M+ m)X+ mRổ =0 (5) 
Cuối cùng khử ï từ các phương trình (5) và (4) ta có : 
2MRỔ = ~(2M + m) g8 
Nghĩa là một phương trình ví phân đặc trmg của dao động hình sin 
với vận tốc góc : 


2M+ 
M+m)z ti sẽ ceốn Cai 


9= PC... HÔNG 
2MR @ (2M+m)z 


Chất điểm và ống dao động ngược pha với nhau vÌ : 


Øạ(1-cos.@t) 


Ø8 =Đạco@t và x= eh 
2M+m 


(giả thiết là x = 0 ở thời điểm đầu). 


14 kh Tà vận dụng chỉ riêng cho 
cái ống định lí momen động lượng 
đối với C trong hệ quy chiếu trọng 
tâm; tắt câ các lực (trọng lượng, phản 
lực mặt đất phản lực của chất điểm) 
tác dụng lên ống đi qua C. Chúng ta 
suy ra rằng momen động lượng của 
ống luôn luôn bằng không, tính đến 
các điều kiện đâu thì Ống không 
quay, chỉ duy nhất có chuyến động 
tịnh tiến. k 


Ta có thể áp dụng : 
s định lí momen động lượng đối với C của điểm P trong hệ quy chiếu 
động chuyển động tịnh tiến với vận tốc Đ(C)= iẽ, đối với hệ quy chiếu 
trái đất : nhớ răng có momen của lực quán tính kéo theo, ta được : 

mÑ?ổ =— mgRsinØ — mRä cos8 ; 
° định lí tổng hợp động lực cho toàn bộ (ống + điểm P), trong hệ quy 
chiêu trái đât, chiêu lên trục (Ox) năm ngang : 

Mi + m(š + R(~sin8ổ” + cos8Ö)) =0 ; 

Vì rằng các lực tác dụng lên hệ này đều thẳng đứng. 
Chúng ta cũng có thể dùng như ở bài tập trước, nguyên hàm của nẵng 
lượng : 


#.+® =;MẺ +2 mÈ +67 +2 RiÖ cosØ)— mẹRcœØ = đe .. 


LẤy đạo hàm phương trình này, ta có thể nghiệm lại là có thể suy ra 
được hai phương trình trên. 


Trong trường hợp dao động nhỏ, các phương trình trên được piản lược 
thành : 
Rỗ =—gØ—# 
(M + m)#+ mRổ =0 
Từ đấy ta suy ra MRð =—(M + m) g0 
Chất điểm và cái ống thực hiện những dao động hình sin ngược pha 
với nhau : 
: mR 
+m 


0 =0 (0s và x= 6ạ(I— cos£2), 


(với giả thiết là x = 0 ở thời điểm đầu) với vận tốc góc : 


1=, | zủg 10, và chu kì T" = cá 
MR 42 


đÍ| & Xét một phần tử của sợi đây chiều dài 2R dØ nằm giữa 
(0-9) và (9 +d6). 


dRy xu hướng 


` 


ca £ { 
† (0+ dô) "sử 


Trên phần tử của đây này có các lực tác dụng T9 ~dØ) và 

T{Ø+ d0) (của phân còn lại của dây) và phản lực dÑ„ +d Ñr của 

thanh tắc dụng lên đây. 

Từ cân bằng của đây trên thanh, ta có : 
T(2~dØ)+7(0+dØ)+dÑr+dÑy =0, 

vậy khi chiếu lên các trục tọa độ cực ; 

* chiếu lên ẽ, : =ảØT(0- d9)—d9T(0+d9)+dy =0 (dRy >0) 

* chiếu lên se; : T(0 +dØ)—T(0 ~ đ9)+dÑr =0, 

(dRr >0 theo định luật COULOMB). 

(d0 nhỏ, rõ ràng là ta piả thiết cosdØ~ \ và sindØz d 0). 


Vậy ta có dRy ~2T(0)40 và dRr -a 40 


Ở giới hạn trượt : di; = f dÑy,, từ đó 0 ¬.. 


LẤy tích phân giữa Ó và x: TỰt)=T(0)e` f*, 
Để giữ tải trọng P, ta phải tác dụng một lực tối thiểu : lạ = mục” "“ 
ch 
Ấp dụng số : —> =0,53 
mẹ 
Chú ý : 


Nếu dây thực hiện 2,5 vòng quanh thanh (Ø thay đôi giữa 0 và 5z) tỉ 
số này là0,04. Lực T, giảm rất nhanh khi quấn dây quanh thanh, 


Tị 4 1) T2 áp dụng 


» Đối với hình trụ, định lí tổng hợp động lực trong hệ quy chiếu 
không Galilé Z(O'; x; y, Z) chuyển động tịnh tiến với vận tắc ÿêy 
so với hệ quy chiêu Œalilé Ø?(Q; x, y, z). Khi chiêu lên các trục tọa độ 
cực e, và eạ , ta được : 


—m(b—a)Ö” = mg cosØ—~ N~— mỹsin9 (N>0) 
m(b—a)Ø =—ingsia0 + TT — mỹ cosØ (T đại số) 


« Đối với hình trụ, định lí momen động lượng dối với C trong hệ quy 
chiếu trọng tâm khi chiếu lên (0z) : J& = 2m ä =bT. 
Tốc độ ở của hình trụ liên hệ với Ô bởi điều kiện lăn không trượt ; 
ta viết điều kiện này trong 2? ': 
ö, = (hình wụ)¡2 =Ö=0(C),zy + để, A CỈ 
Từ đó : (a—b)Ð+¿zb=0; 
* đối với giá.Z, định lí tổng hợp lực trong hệ quy chiếu Gahié Ø®. Ta 
không quan tâm hình chiếu tiên trục thắng đứng (Ox) của phương 
trình này vì nó chứa phân lực của mặt đất mà ta không biết; chiếu lên 
trục năn ngang (Oy) ta có : 
Mỹ= NsnØ—Tcos0- ky - 

(Chú ý dấu của các tác động tiếp xúc giữa Ø và :Z : đừng quên ấp 
dụng định luật tác dụng và phân tác dụng). 
Tổng hợp những phương trình khác nhau sao cho khử được œ, T và 
N.1iacó: 

3 2 : : 

sữb)U =~nng aÓ— mỹ œsØ 

5 I „ 
Mỹ= minØ(goosØ ~ ÿnØ+(a~BJÕ? ]+2 mmcosØ(a—b)0—2ky 


2) Giả thiết Ø nhủ, M = m, a=3b và _. @œ°, hai phương trình trên 
m 


đực rút sọn thành 3bÖ = —œ “bØ - ÿ và ÿ =bœ*0 + hổ ~2œ°y : 


0 =8 cos(1 +) 


là thích hợp nếu : 
ÿ =ÿg @s(421 + @) 


3) a) Các nghiệm 
(-3b@? +bø@?)6y — 2ˆ yạ =0 
(—b@? + bø”)ổ) +(—2@ˆ + (2?)yạ =0. 
Hệ hai phương trình tuyến tính và đồng nhất này có hai nghiệm 
6 và yạ, khác không nếu định thức của chúng bằng không, từ đó ta có : 
(ø? ~3@?)(2ˆ~2øˆ)+ (2?(@ˆ -.2”)=0 

Giải phương trình bậc hai đối với @ˆ, ta được : 

ð 7° 2# 2 

2 

Các giá trị (2 tương ứng đựơc gọi là vận tốc góc nêng của hệ. 
Chú ý : 
Thí dụ có thể có được các nghiệm kiểu này với các điều kiện dầu 
như §âU - 


£ø? 


2 2 
: _3 N. 
0=0, 0=0, gxp : Ó; và y=0 


để thỏa mãn các phương trình trên (với  = 0). 


2+42 2 
“ˆ; 


Đối với (2, xác định bởi (2Ÿ = ; 


3⁄2 +4 


Sijn cà 6, và Ö__ có dấu ngược nhau. 
Ÿu =1 2+2 ụ Ð bi 


3—J2 2 
œ@ 


Đất với (2, xác định bởi (2? = h 


3⁄2 -4 


=Vna =———Ó0; và 6 có cùng dấu. 
#0 =# 21.2 g siến lŠ 


b) Điều kiện lấn không trượt của 2 và ‹Z là được bảo đâm ở mọi thời 


điểm, nếu |ÏÌ<fN với 


N=mg 
T =-mbÖ = mb(@ˆ9 


Vậy 6), phải nghiệm đúng |Øạ| <1, 
_ b&” 


SỰ QUAY 

ÚA VÂT RĂN 
(UANH MỘT 
TRUE Cỗ ĐỊNH 


® 
Mỏ ad 3 
Rôto của động cơ, bánh xe, mà cả cái cửa, tay nắm ở 


cửa, con lắc, kim đông hồ, ... đều là những thí dụ về 
vật rắn quay quanh mỘt trục. 


Như đã nói rõ trong chương trình chúng ta giới hạn 
nghiên cứu trường hợp đặc biệt ở đấy trục quay giữ 
theo một hướng cố định trong quá trình chuyển động 
của vật rắn (như vậy là không đặt vấn đề nghiên cứu 
chuyến động quay của bánh xe khi lái ngoặt ) 


Nếu trục quay không phải cố định trong hệ quy 
chiếu nghiên cứu (thí dụ hệ quy chiếu trái đất) ta 
luôn luôn có thế chọn một hệ quy chiếu (hệ quy 
chiếu trọng tâm hay một hệ quy chiếu nào khác) 
trong đó trục quay cố định : đó là lí do mà trong 
chương này ta chỉ giới hạn nghiên cứu vật rắn quay 
quanh trục cố định. 


Mục rTIÊêU 


Phân tích các tác động cơ lèn trục quay. 
8 Trường hợp liên kết trụ quay (hay liên 
kết quay) hoàn chỉnh. 


TĐIỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 
Các định lí cơ bản vê động lực của hệ. 
Động học vật rắn, 


Ñ Tác động tiếp xúc piữa các vật rắn. 


» 


ˆ 2 ^ˆ `. .~^ ~“ ^~“ .KA? 
Mô tả một vài liên kết cõ điền 
giữa các vật răn 
Ta hãy xét đến đôi điều chỉ dẫn vẻ các liên kết đơn giản giữa hai vật rắn 
⁄# và Š và đặc biệt nhấn mạnh đến liên kết trụ quay cho phép #” quay 
quanh một trục cố định của Z. 
Một liên kết được gọi là hoàn chỉnh, nghĩa là không có ma sát, nếu 
công suất tổng cộng các tác động cơ tiếp xúc (tiếp xúc của > lên #Z và 
của .Z lên È ) là bằng không. 
(Ta nhớ rằng công suất này không phụ thuộc vào hệ quy chiếu mà 
ta tính). 
Để đơn giản hóa cách trình bày và trong thực tiễn thường là như vậy, 
chúng ta, dùng hệ quy chiếu Z#; gắn liền với Z và cho * vai trò giá đỡ 
để .Z dịch chuyển trên đó. Chú ý rằng trong hệ quy chiếu đó, các tác động 
cơ của .'lênZ không làm việc vì Zlà cố định. 
Công suất của các tác động cơ tiếp xúc của 2 lên . được viết với các kí 
hiệu thông thường : 
Ấlep xúc = Ñ.D(Ag))1 fy + ⁄A, tiếp xúc 42g, 


Az kí hiệu một điểm bất kì gắn liên với 7 (Az có thể là tiếp xúc với 
một điểm của X). 


1.1. Liên kết trượt hay liên kết kiểu lăng trụ 


Hai vật rắn Z và Ð giữa chúng có liên kết trượt nếu chuyển động duy 
nhất của ‹7 đối với Ð là chuyển động tịnh tiến thẳng song song với 
một trục gắn liền với >. 

Liên kết trượt (0.1) là hoàn chỉnh (không ma sát trượt) nếu tổng hợp lực 
R của toocsơ đặc trưng cho các tác động tiếp xúc của Z lên .Z là vuông 
góc với phương dịch chuyển của .Z lên Z, phù hợp với các định luật 
COULOMB. 

“7 tịnh tiến trong ®y, tất cả các điểm của :Z có cùng vận tốc, bằng vận 
tốc trượt „ của .Z lên Z. Ta có thể nghiệm lại rằng công suất của các tác 
động cơ tiếp xúc của Z lên .Z thực hiện là bằng không : 


để co xúc = R.Dy „2, =R -Ủ = 04272 =0) 


1.2. Liên kết khớp cầu hay liên kết cầu 


Giữa Z và Ð có liên kết khớp cầu nếu chuyển động duy nhất của .Z 
đối với Ð là chuyển động quay quanh một điểm A gắn với >. 

Liên kết khớp cầu (2) là hoàn chỉnh (không ma sát) nếu momen 
“ÍA. tếp xúc đối với Á của các tác động cơ tiếp xúc của Z lên .Z là bằng 
không : lúc đó các tác động cơ tiếp xúc này rút gọn lại thành một lực đơn 
giản (đúng thực là một glitsơ) đi qua 4A. 

Ta nghiệm ra rằng công suất của các tác động cơ của Z lên .Z thực tế là 
bằng không trong đấy vì : 


đáp xúc = “#4, dép xúc 27/ø„ =0 — (P(Az)=0). 


H.1. Thí dụ về liên kết trượt. 


tâm của hình câu chung ở Z7 và ở Z 


1.3. Liên kết trụ quay hay liên kết quay 

Giữa :Z và È có liên kết trụ quay nếu chuyển động duy nhất có thể có 
của .Z đối với > là một chuyển động quay quanh một trục 4, gắn liền 
với È. 


Liên kết trụ quay (1.3) là hoàn chỉnh (không ma sát) nếu thành phần theo — H.3. Các ?hí dụ về liên kết trụ quay. 
trục quay của momen đối với điểm A của tác tác động tiếp xúc với Z lên 

⁄Z là bằng không. Trong những điều kiện này, công suất của các tác động 

cơ tiếp xúc của Z lên .Z thực sự là bằng không. 


“hiếp xúc = “#4, tiếp xúc -Á27 18 =0 


VÌ «<⁄Á gépxúc L42ø/ø„ và /(Az)=0 


⁄°ụ dụng Ï 


Một liên kết trụ quay hoàn chỉnh Ñ= RÑị+h ; 


Vật rắn . được giữ bởi hai X: quay gân như là : ẨÑụ Tả Vy Ñị+ ÄBA Rys ABA Là 
điểm ở A và B sao cho nó thể quay quanh trục : 

cố định (AB) trong hệ quy chiếu nghiên cứu. Ta Ta nhận xét rằng ‹Z4_ gep xúc là pl: 
giả thiết rằng các liên kết ở A và B là hoàn khá vuông góc với trục quay 
chính : các tác động tiếp xúc mà Ø tác đụng lên (AB) của vật rắn Z'; liên kết là 


A và B tương ứng rút vê còn hai lực : Ñị đi qua hoàn chính. 


A và Ñ đi qua B. TP 


Tính các phân tử rút gọn ở Á của t0ocsơ các tác 
động cơ tiếp vúc lên Z. 


H.4. Các rác động tiếp xúc ởA và. A 


1.4. Liên kết trụ quay trượt hay là liên kết chốt kéo 
Giữa .Z và > có liên kết trụ quay trượt nếu các chuyển động duy nhất 
có thể có của ‹Z đối với > là một chuyển động tịnh tiến thắng song 
song với trục gắn liền với Ÿ và một chuyển động quay quanh trục đó. 
Liên kết trụ quay trượt (1.5) là hoàn chỉnh (không ma sáU nếu tổng hợp 
Ñ và momen ‹2Á qepxúc lại một điểm của trục quay là vuông góc với 


trục quay. 


_ Nghiên cứu chuyển động quay 
(liên kết trụ quay) 


2.1. Áp dụng các định lí cơ bản 

Trong hệ quy chiếu .Z(Ó; x, y, z), ta giả thiết rằng vật rắn .Z có chuyển 
động quay quanh trục (Óz) không ma sát. 

Xét hệ quy chiếu .2(Ø;xz,y,z) gắn với vật rắn sao cho quán tâm G 
của nằm trong mặt (Ox,z). 


Chuyển động quay của vật rắn .Z trong .Z, hoàn toàn như là chuyển động 
quay của ‹ trong ⁄Z, được đặc trưng bởi góc Ø = (Óx, Óxz). 
.Zchịu tác dụng của : 


H.6. ' quay quanh trực (Óz). 


*® các tác động cơ tiếp xúc mà các trụ tác dụng lên trục quay : 
- tổng hợp lực : ® ; 


- mômen ở Ở: -⁄/@, tiếp xúc -L Óz (vì không có ma sát) ; 

* các tác động cơ khác với tác động cơ tiếp xúc và một cách tiên nghiệm 
là biết được chúng (như là trọng lượng, ngẫu lực động cơ, lực quán tính 
nếu không phải là galilé...) xác định bởi : 

~ tổng hợp lực: # ; K 

— momen đối với 2: -#Zö 

Chúng ta sẽ chọn cơ sở cho phép chiếu là cơ sở (2x, éy„ ;) gắn với ⁄#z. 
Chú ý 

Việc chọn cơ sở này không phái là không chủ ý. Thật vậy, tất cả cơ sở để 
chiếu khác luôn dẫn đến những phép tính phúc tạp hơn (để thấy rõ điều này, 
chỉ cần dùng một cơ sở để chiếu khác, thí đụ cơ sở gắn với hệ quy chiếu 2? : 
chiếu các vectơ và so sánh kết quả đó với những kết quả có được đưới đây). 
Vận dụng trong z# định lí tổng hợp động lực đối với vật rắn .⁄ có khối 
lượng ?: $= mã(G) =F+R. 

Ta kí hiệu ø và b là các tọa độ của Ở trong cơ Sở (£yz, €„z, £;), ta được 
ÓG = đẻ v + be,, từ đó P=mö(G)= maÔ¿ ẻ„„ và lấy đạo hàm : 


se. mả(G)=—ma07 ề „+ maÔÖềy¿ 


~ma 0ˆ = Fyạ + Ñyy 
Ta suy ra từ đó : |ma Ở = ly + Ñy¿ 

0=F.+R, 
Vận dụng trong .Z định lí momen động lượng cho vật rắn .Z đối với Ó : 

tn) _ =Do= %6, tiếp xúc T Z0. 
Phân tích các momen động lượng lo và động lực Do thành một thành phần 
song song với trục (Óz) và một thành phân vuông góc với trục này. Đưa vào 
tmomen quán tính 7 của vật rắn Z đối với trục quay (Øz) (xem chương 2) ta có : 

họ = Lọ, ế„+ lọ, =JÖ ẽ,+Lọi vì Lọ; =JÖ; 
Bọ = Dọ,ẽ, + ọi =JÖ ¿, + Đọ,., 


d1, : L & 
VỚI — = Đọ; = J9 và l4 sc = Dụt. 
đf / dt j 


9- CHVR 


Cũng vậy, ta phân tích momen của các tác động cơ thành một thành phần 
, Song song với trục (Óz) và một thành phần vuông góc với trục đó : 


-#Q = .4Q, š, + l0 L, 


%6 tiếp xúc %_, tiếp xúc › vì ‹4, tiếp xúc.L Ởš - 


dL, ì 
Như vậy ta được :| %) = Dọ, = Jồ = .40„: 
di //Z 


đưo_ ¬ P P 
n = Dọi +⁄4QL +4 L tiếp xúc - 
f //2 
2.2. Nghiên cứu chuyển động 
Nếu chúng ta tìm cách xác định quy luật Ø= ) chỉ phối sự quay của .Z 
quanh (Øz) , không cần viết tất cả các phương trình trên. Chỉ cần vận 
dụng trong Z? định lí momen động lượng, chiếu lên trục quay : 
dỰ _ 
[2=]  . 
d7; 


nó cho ta trực tiếp phương trình vi phân của đ, mà không xuất hiện các 
phản lực chưa biết của các trục khi liên kết trụ quay là liên kết hoàn 
chỉnh. Phương trình này có thể dễ tìm lại được khi vận dụng định lí công 
suất động năng vào vật rắn .Z: 


l d ) -š(s2 }4 xúc ? ẨẤhác 


fổáp xúc = 0, vì liên kết là hoàn chỉnh và : 
#hác = F.0(O)+ 4© .Ôẻ, = /ẮQ, Ô, 
ước lược cho 6,tacó: Jổ= c®Q;. 


⁄°p dụng 2 


Vô lăng quán tính 


Một vô lăng quán tính, xem như là một hình trụ 
đồng nhất trục Á và momen J đối với trục Á, có 
thể quay bởi hai động cơ (h.1) - 


*® một động cơ chính công suất lớn làm cho vô 
lăng khởi động quay khi vô lăng đang đứng yên ; 


* một động cơ phụ bảo đảm cho vô lăng quay 
với tốc độ gần như đều œạ khi vô lăng đã được 


khởi động. 


1) Cho vô lăng quay. Bỏ qua tất cả ma sát. 


a) Thừa nhận rằng động cơ chính có cùng công 
suất ? đối với mọi vận tốc quay, tính thời gian 
!ị cân thiết để vô lăng ban đâu đứng yên, sau 
đó quay với tốc độ ®g. 


H.7. Sự quay của vô lăng quán tính. 


b) Thừa nhận rằng động cơ chính thực hiện một 
ngẫu lực có momen không đối tương ứng với 
công suất ? như khi vô lăng có vận tốc ở chế độ 
làm việc œạ, tính thời gian t; cân thiết đế làm 
cho vô lăng quay trong những điều kiện đó. So 
sánh íị và tạ. 

2) Vô lăng đã đạt tốc độ ở chế độ làm việc @ạ, 
người ta cắt động cơ chính. Động cơ phụ lúc đó 
chạy tiếp để tránh cho vô lăng dùng lại vì không 
thể tránh khỏi có ma sát ở ổ trục. 

Xem rằng ma sát đó tương đương với ngẫu lực 
có momen không đối —C\ (đối với trục quay) và 
động cơ thực hiện một ngẫu lực có momen 
Cứ) = C\ + Ca cos42t (C¿ và (2 không đổi), xác 
định chuyển động quay củawùnh trụ. 


1) a) Công suất Z mà vô lăng nhận được là không 
đổi ở mọi lúc (cho dù vận tốc œ của vô lăng là 
bao nhiêu cũng vậy) áp dụng định lí động năng 
cho vô lăng, giữa thời điểm đầu (øœ = 0) và thời 
điểm mà vô lăng đạt vận tốc ở chế độ làm việc 
øg , ta được : 


Lý 9 
—Ởøñ = đï 
2 0 1 


b) Chính từ bây giờ mômen Ccẹ của ngẫu lực 
động cơ là không đổi ở mọi thời điểm. Vận dụng 
định lí momen động lượng cho vô lăng, chiếu 
xuống trục quay: 
Jø@ =C, với Cp@ạg =#, 
từ đó, lấy tích phân : Jøớp = Cọfa và tạ = 2h \ 
Vậy để làm cho vô lăng quay một cách nhanh 
nhất có thể được, tốt hơn cả là cho thao tác một 
hay nhiêu biến tốc để công suất của động cơ kéo 
vô lăng được sử dụng tốt hơn ; chính đó là điều 
mà người lái ô tô làm khi khởi động ô tô. 
2) Định lí momen động lượng khi chiếu lên trục 
quay cho ta : 
J2 = —C| + CỊ + Ca coS£2£, 
từ đó ta suy ra vận tốc quay của vô lăng : 
C 
@ ==—^~sin2f + øp,. 
J2 
(nếu ta lấy gốc thời gian là thời điểm mà động 
cơ phụ bắt đầu chạy). 
Ta nhận xét rằng như vậy biến thiên 
4œ =lø~—øg | của vận tốc vô lăng càng nhỏ 
khi momen quán tính J của vô lăng càng lớn. 


của 


Ta còn phải bố trí sao cho tần số ƒ Ti 
Z 


ngẫu lực động cơ không quá nhỏ. 


)- Để luyện tập : Bài tập 1, 2 và 3. 


2.3. Các tác động cơ tiếp xúc 

Khi đã biết quy luật Ø= Ø), có thể xác định các tác động cơ tiếp xúc 
(, v# O, tiếp xúc) từ các phương trình trên ; áp đựng 3 dưới đây cho ta 
thấy điều đó. 


Zfp dụng 2 


Sự quay quanh trục của hình trụ có dằn phẳng đi qua trục hình trụ). Hình trụ quay với 
vận tốc không đổi œ quanh trục thẳng đứng của 
nó, trục này cố định trong hệ quy chiếu trái đất 
xem là Galilé. Tất cả các liên kết được xem như 


không có ma sát. 


Trên một hình trụ đồng nhất tâm O, khối lượng 
J 
M, bán kính R và momen quán tính J = 2MR” 


so với trục (Oz) của hình trụ, có ba tăng tải 


điểm giống nhau A, B, và C khối lượng m như vẽ 
ở hình 8 (A, B và C là cùng trong một mặt 


1) Có cân phải có một động cơ đế kéo hệ giữ 
cho vận tốc không đối ? 


2) a) Tính tống hợp lực và momen đối với Ó của 
các tác động cơ liên kết tác dụng lên vật rắn. 


1) Ngoài các tác động cơ tiếp xúc, vật rắn còn 
chịu : 


* tác dụng của trọn? lượng của nó mà thành 
phần momen lên trục (Øz) là bằng không ; 
s tùy lúc, tác dụng của ngẫu lực động cơ có 
momen Cứ, . 
Ở đây định luật chuyển động cho ta : 

Đẹ;, =0, từ đó C=0 


b) Các kết quá này sẽ ra sao nếu ta bỏ lăng tải 
ớC? 


2R 


Vậy không cần thiết dùng một động cơ để duy 
trì cho vận tốc của hệ không đổi. 
2h 2) a) Sử dụng lại các kí hiệu ở trên, có thể viết 
các phương trình khác : 
3 
—mRa = 
=2 
0=-(M +3m)g+ ÂR, 


+ h ` “ˆ JÀ ` VI _ 
H.8. Sự quay của hình trụ có dân. và mRhø y2 = Rmeg đyø +‹ %, tiếp xúc 


Ta có thể lấy lại các kết quả của bài tập 6 chương 2, 
ở đây ta có thể xem cơ sở để chiếu 
(Ó; 2ø, y„ø,..¿„) sắn liên với vật rắn sao cho mặt 


Ta nhận xét rằng các tác động cơ tiếp xúc phụ 
thuộc vào vận tốc quay ø của vật rắn. 
b) Khi bỏ tăng tải ở C, ta có : 
P=0 và §=Ũ 
Quán tâm Ở của hệ nằm trên trục quay, từ đó : 
Ñ=-(M+20m)8 : 


(G; 6z, £;) trùng với mặt (AC), rõ ràng là mặt 
đó có chứa quán tâm Ở của vật rắn. Ta đá tìm được : 


P=mR@®yz, 


= ¬a.. ` 
tạ = (J+ 2mR“)@ và Dọ =() 

Momen động lượng là đồng tuyến với trục quay 

và ta có thể nghiệm ra rằng : 


= ‹#© 1. tiếp xúc * Ö 


r 2 cs ` 
“ Lọ =(+3mÑ”)@¿, +mRh@6yø', 


rôi ta lấy đạo hàm : 

= _iÐ 22 , 

=-mR@' 6ø, ©Ế©, tiếp xúc 
tí Bây giờ ta tìm thấy rằng các tác động cơ tiếp 

by =——Ó -mRha? vớ = Dọi xúc không còn phụ thuộc vào vận tốc quay ø 
di của vật rắn nữa. 


Ấp dụng 3 cho chúng ta thấy rằng các tác động tiếp xúc có thể thay đổi 
theo bình phương của vận tốc quay, chỉ trừ khí trục quay trùng với một 
trục đốt xứng của hệ (đó là trường hợp bỏ tăng tải ở €). 

Kết quả trên đây là tổng quát. Như vậy nếu vật rắn quay với tốc độ nhanh 
(trường hợp rôto trong máy đang quay), các tác động tiếp xúc có thể có 
những giá trị rất lớn và gây ra những dao động có hại trong máy và đôi 
khi làm xoắn trục quay. 

Do đó, khi chế tạo một máy, người ta cố gắng thực hiện kì được sao cho 
trục đối xứng của rôto trùng với trục quay để có : 

Ÿ =0 và Ủ¿ =0, khi máy quay với vận tốc không đổi. 

Trong trường hợp này, các tác động cơ tiếp xúc không còn phụ thuộc vào 
vận tốc quay của máy nữa mà có các giá trị đều là như nhau máy có quay 
hay không có giá trị vẫn thế. 
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bài 


Với cùng một mục đích, đôi khi người ta gắn vào bánh xe ôtô những quả 
tải nhỏ khi bánh xe bị kém cân bằng. 

Chú ý : 

Khi quán tâm của một máy quay nằm trên trục quay, người ta nói là máy 
đạt cân bằng tĩnh. 

Khi momen động lượng lọ của một máy quay là đông tuyến với trục 
quay, người ta nói là máy cân bằng động lực. 


H.9. Các lực căng của một sợi đây 
quấn quanh ròng rọc. 


3 Các thí dụ 
Trong những thí dụ dưới dây ta sẽ ở trong hệ quy chiếu trái đất giả thiết 
là galilé. 


3.1. Ròng rọc 

Ròng rọc là một vật rắn quay quanh một trục và có chỗ lõm để dây có thể 
quấn quanh (hình 9). 

Giả sử rằng ròng rọc quay không ma sát quanh trục của nó và dây có khối 
lượng không đáng kể. Định lí momen động lượng đối với trục quay được 
viết theo chuyển động quay thông thường : JØ =r(ị - T›). 

Các lực căng 7¡ và 7 của dây ở bên này và bên kia của ròng rọc là như 
nhau nếu ta bỏ qua khối lượng ròng rọc (vì trong trường hợp này J ~ 0). 


3.2. Con lắc 
Vật rắn có khối lượng m, quán tâm ỞŒ chuyển động không ma sát quanh 
trục nằm ngang (Øz) (hình 10). Định lí về momen động lượng đối với trục 
(Óz) cho ta : 

Jổ =—mgasin8 
với đ là khoảng cách từ Ở đến trục quay. 
Phương trình vi phân của con lắc ở trên đă được nghiên cứu ở năm thứ 
nhất (xem H—Prépa, Cơ học Ï, năm thứ nhất). Khi 9 nhỏ, ta có thể tuyến 
tính hóa phương trình này để có JØ =-mga9 mà nghiệm của nó là dao 


động hình sin có chu kì là 7ạ = 2 s : 
\ mga 


Ta nhận thấy rằng chu kì 7ạ không phụ thuộc biên độ Øạ của các dao 
động "nhỏ" : người ta nói rằng có sự đẳng thời của các dao động nhỏ. 
Khi Ø không còn nhỏ nữa, ta nhân hai vế của phương trình chuyển động 
cho Ø và lấy tích phân phương trình có được trong khoảng từ Øẹ (vị trí 
mà 8 =0) và 9: 

s18 = mga(cosØ — cos0q). 


Ta nhận ra ở đây là nguyên hàm của năng lượng. Ta có thể tính chu kì 7 của 
các dao động của con lắc bằng cách tách biến số và lấy tích phân phương 
trình có được trong khoảng từ 0 đến Øạ, (tức là theo một phần tư chu kì). 


J ƒ® — dø 42ƒ® — dø à 
T=4 ————————— = Ïọ —— BE ho 000001505 
2mgaJo V cosØ — cosØo To VcosØ — €0SØo H.10. Dao động của con lắc. 


%4 


Đặt snŠ = sngsn , biến thiên giữa 0 và 2 : 


COSØ — COSØp = 2sin2 ÊÐ coạ? 9; na dØ= dũ “Ùöy§g dø. 
° 2. 2 2 
Từ đó suy ra : T=Tạ^ [——=—- 
7 d0 2 Øp 


y „s2 
1— sin“ ——sin 
2 ọ 


Nếu biên độ ớp không phải là thật lớn, ta có thể khai triển có giới hạn 
biểu thức trên đối với đp và có được giá trị gần với T: 


+ 2 2 
T=Tạ^ fI-# shp lấp vậy r=n|+St], 
Z do 8 16 
Chu kì 7 shụ thuộc vào biên độ Øp của các dao động. Khi đụ = 309, ta 
phạm sai số tương đối là : 


AT _T-Tụ _ đ 
Tạ Tụ 16 


⁄“h dụng “t 


Tác động của trục lên con lắc Định lí tổng hợp động lực khi chiếu lên cơ sở 
(6xZ› yø, Ẻ;) gắn liền với con lắc (sao cho G 
nằm trên trục (Øxø) ) (h.11) cho ta : 


=1,7% nếu xem T7 là Tạ. 


Con lắc đã nói trước đây có thế quay tự do 
quanh trục nằm ngang (Oz). Nó được thả ra 
52 x 

: : _. z : —maØ“ = Ryø + mgcos8 
không vận tốc đâu từ vị trí | Ổạ = li Tính theo j0 Ryz — m¿sinØ 
6 cường độ tổng hợp R của các tác động cơ tiếp 0=R; 
xúc thực hiện lên trục quay của con lắc. Với giá Biết rằng : 


trị nào của Ø9 cường độ đó là cực đại? Jỏ =-mgasinØ và 21? =mgacosØ, 


ta rút ra các thành phần cúa phản lực R trên cơ 
3% SỞ (ếyzZ, ỔyZ› #„) : 


2 
Ry⁄¿ = —m gcos8 n5 | 
2 
Ry¿ =mg snớ|[— s1], 
từ đó, xét môđun : 
2 
2 2 2 
+ II#Í=mg an . 
J J J 
lI Rll là cực đại khi Ø= 0 và bằng : 


2 
Lần =ung| 25 ¬ 


H.11. Phản lực Ñ lên con lắc. 


3.3. Bảo toàn momen động lượng 

đối với trục quay 
Khi các tác động cơ ngoại thực hiện lên một hệ quay quanh một trục cố 
định, có momen là không so với trục đó, momen động lượng của hệ đối 
với trục quay được bảo toàn trong hệ quy chiếu đang nghiên cứu. 


Zfp dụng 5 


Làm cho vôlăng chuyển động nhờ rôto 
Một rôto ¡ và một vô lăng ‹'; có thể quay 
không ma sát quanh một trục chung nằm ngang 
(z4). 2{ quay với vận tốc đều œạg và 2 cố 
định. Người ta kí hiệu Jị và J; là các momen 
quán tính đối với (zz') của 2 và 2 tương ứng. 
Ở mội thời điểm cho trước, người ta cho tiếp xúc 
hai đĩa 9\ và Ø› gắn chặi tương ứng với 1 và 
2. Sau một thời gian nhất định nào đó, do ma 
sái giữa Ø1 và 2; rôto và vôlăng quay với càng 
vận Iốc ứ¿ 

1) Xác định á 
2) Xác định năng lượng tổng cộng giữa thời 
điển đầu và thời điểm cuối. 


H.12. #j và Z2 quay. 


- "Ta xét hệ (4 +2) gồm rôto và völăng. 


1) Momen các tác động cơ ngoại so với trục 
quay là bằng không, momen độn? lượng của 
(+) đối với trục (zz) giữ không đổi trong 
quá trình chuyển động, từ đó : 
@= Si 
Jị +Ja 


@ạ- 


2) Vận dụng định lí về động năng đối với hệ 
(2 +2) giữa thời điểm đầu lúc đó 4 có vận 
tốc đo, Z2 đưng yên và thời điểm cuối, lúc mà 
hai vật rắn có cùng vận tốc. 

1 2 Ì 2 

sÓ) +J2)@“ — ~ Jøð = Win sát 

2 2 
(công của các tác động ¡ma sát ở đây là một công 
nộI) vậy : 

2 Pin 
__—— (0Q =YÏna sát - 


Ta nhận thấy ở đây rõ ràng là công của các tác 
động ma sát là âm. 


ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 


l LIÊN KẾT GIỮA HAI VẬT RĂN 

* Liên kết giữa hai vật rắn được gọi là hoàn chỉnh nếu công suất tổng cộng của các tác động 
cơ tiếp xúc (tác động của > lên .Z và tác động của .Z lên Ð) là bằng không trong quá trình 
chuyển động của .⁄ và của È. 


(Nhớ lại răng công suất này không phụ thuộc hệ quy chiếu theo đó ta tính toán). 


« Liên kết trượt hay liên kết lăng trụ 
Giữa hai vật rắn 4 và ® có liên kết trượt khi chuyển động duy nhất của ⁄ đối với Ð là 
chuyển động tịnh tiến thắng hàng song song với một trục gắn với 3. 


« Liên kết khợp cầu hay liên kết cầu : 
Giữa ⁄⁄ và Ð có liên kết khớp cầu khi chuyển động duy nhất của .Z đối với > là chuyển động 
quay quanh một diểm A gắn liên với Š. 


° Liên kết trụ quay hay liên kết quay 
Giữa ⁄ và 3 có liên kết trụ quay nếu chuyển động duy nhất có thể được của 4 so với Ð là 
chuyển động quay quanh trục A gắn với 3. 


° Liên kết trụ trượt hay chốt trượt 
Giữa ⁄ và > có liên kết trụ trượt nếu những chuyển động duy nhất có thể có của .⁄ đối với Š 
là chuyên động tịnh tiến song song thẳng hàng với một trục gắn liền với và chuyển động 


quay quanh trục đó. 


QUAY KHÔNG MA SÁT CỦA MỘT VẬT RẮN QUANH MỘT TRỤC 
CỐ ĐỊNH (Oz) (LIÊN KẾT TRỤ QUAY HOÀN CHỈNH) 


e Các tác động cơ tiếp xúc mà các trụ tác dụng lên trục quay được xác định bởi : 
* tổng hợp #; 
* momen đối với một điểm @ của trục quay : 
: ffQ, tiếp xúc VỚI „#fQ, tiếp xúc +L Qz (vì không có ma sát (ruợt). 
e Để có định luật 0 = 0) chỉ phối chuyển động quay của quanh (0z) cố định trong hệ quy 
chiếu 2, cần vận dụng cho vật rắn , trong 2? : 
* định lí momen động lượng chiếu lên frục quay : 
ử da; 


= Dạ. = JU =.,„; 
Ô đ/ |} Œz )z 3 


* định lí công suất động năng : 


ước lược cho ©, tử trên ta có: JÖ =.@;. 
Z4; là thành phần của momen của tất cả các tác động cơ ngoại thục hiện lên Z (kể cả các 


lực quán tính: nếu hệ quy chiếu ⁄Z không phải là Galilé) không kể các tác động cơ tiếp xúc. 
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TÀI TÂP 
ẤP DỤNG TRƯC TIẾP GIÁ0 TRÌNH. 


1 Dao động của một con lắc nghiêng 
Một vật rắn AÓĐðC dạng 
chữ T khối lượng m và 
quán tâm G có thể quay 
không ma sát quanh trục 
AOB nghiêng một góc ø 
đối với trục nằm ngang 
(trong hệ quy chiếu trái 
đất giả thiết là galilé). 


Sơ đồ vẽ vật rắn cân bằng trong mặt phẳng thẳng 
đứng (AO = OB ; ÓG = b). Momen quán tính của vật 
rắn đối với trục AÓ# là bằng J. 


Tính chu kì 7 của các dao động nhỏ của con lắc 
quanh vị trí cân bằng của nó. 


€ Daođộng của con lắc kép 


Ta xét trong hệ quy chiếu galilé, một con lắc kép gồm: 
» một thanh ØA đông nhất, khối lượng m, chiều dài 


2R, tâm € và momen quán tính 1=. m#ễ đối với 


trục vuông góc với thanh đi qua C; 

* một đĩa đồng nhất, khối lượng zm, bán kính ® có 
tâm là A và momen quán tính J = 2mR? đối với trục 
của nó. 

Hệ có thể quay trong 0 
một mặt thẳng đứng 
quanh một trục nằm 
ngang (Óz) đi qua Ó ` 
Song song với trục đĩa, : 
không có ma sát. #7 
Một cách ghép khôn khéo cho phép liên kết chặt chẽ 
thanh với đĩa ở A, hay ngược lại cho phép nó quay 
không ma sát quanh mộit trục song song với (2). 


1) Đĩa và thanh liên kết chặt với nhau. Tính chu kì 7Ị 
của những dao động nhỏ của hệ. 


bế 


2) Đĩa và thanh có thể quay tự do đối với nhau. Ở 
thời điểm đầu, thanh đứng yên và nghiêng một góc 
nhỏ øa so với đường thẳng đứng, đĩa có vận tốc 
góc øœạ. 


Tính chu kì mới 7; của những dao động nhỏ của 
thanh. Tốc độ øạ có ánh hưởng như thế nào đối với 
chu kì 72 ? 


3 Đóng cánh cửa xe ôtô 


Một chiếc xe ban đầu đứng yên, khi khởi động có 
được gia tốc a trên đường nằm ngang (hệ quy chiếu 
trái đất giả thiết là galilé). 


Khi khởi động, một cánh cửa của xe vẫn còn mở và 
tạo nên một góc øo = 90” .Tính thời gian cân thiết để 
cánh cửa tự đóng lại. 

Bỏ qua tất cả ma sát ; kí hiệu J là momen quán tính 
của cánh cửa so với trục bản lễ giả thiết là thẳng 
đường, ở là khoảng cách từ quán tâm Ở của cánh cửa 
đến trục bản lề và m là khối lượng của cánh cửa. 


SỬ DUNG VỐN KIẾN THỨC 


“† Dao động của một cái cân 


Sơ đồ dưới đây là sơ đồ của một cái cân tiểu li. 


Đòn cân khối lượng m có thể quay không ma sát 
quanh trục nằm ngang (Óz) đi qua Ó (trong hệ quy 
chiếu trái đất xem là galilé). Quán tâm Ở của nó nằm 
cách ÓO một khoảng là ø theo đường thẳng đứng đi 
qua Ó khi đòn cân cân bằng nằm ngang. 


Momen quán tính của đòn cân đối với trục đi qua Ớ 
và đông tuyến với (Øz) là bằng J. 


Các đĩa cân có khối lượng M được treo ở hai mút A 
và B của đòn cân (các điểm, 4, Ó và Ö là thẳng hàng 
và OA = OB = b). Chúng có thể quay không ma sát 
quanh các trục nằm ngang đi qua A và B và đồng 
tuyến với (Óz). Như vậy, trong quá trình chuyển 
động, các quán tâm của hai đĩa cân luôn luôn ở trên 
các đường thẳng đứng qua các điểm A và Ö. 


Tính chu kì 7T của các dao động nhố của hệ quanh vị 
trí cân bằng của nó. 


Ð pao động của con lắc phức tạp 

Bộ Z vẽ ở sơ đồ gồm có : 

* một thanh đồng nhất ÓC (khối lượng 7n, chiều dài 
2R, momen quán tính đối với trục (Oz) là ở = 2mÊ ) 
có thể quay không ma sát trong mặt (Óxy) quanh trục 


(Óz) nằm ngang của hệ quy chiếu (Ó ; x; y ; z) giả 
thiết là galilé. 

° một đĩa 2 đông nhất (có cùng khối lượng m như 
thanh, tâm €, bán kính R, momen quán tính đối với 
trục song song (z) là 7= 2m ) nối khớp với nhau 
ở C trên thanh ÓC và có thể quay không ma sát trong 
mặt (Óxy) quanh trục đi qua Œ, đồng tuyến với (2). 
Trong quá trình chuyển động của #Z, Z lăn không 
trượt trên một hình trụ .ý cố định trong (Ø ; x, y, 2) 
trục (Óz) và bán kính R. 


O¿, 


1) Thiết lập phương trình vi phân của độ nghiêng 
@ =(Ox,OC) của hệ này. 


2) Người ta kéo thanh ÓC cho nghiêng một góc nhồ 
@o và buông ra không có tốc độ ban đảu. 


Tính chu kì T của những dao động nhồ của ứ. 


ó Chuyển động của bộ biến tốc kiểu mâm 
Đĩa Øj quay không ma sát quanh trục nằm ngang 
(Ax) cố định dưới tác dụng của một động cơ thực hiện 
lên Ø¡ một ngẫu lực có momen Ƒ"không đổi. 

Đĩa Ø› có thể quay không ma sát quanh trục (Óz) thẳng 
đứng cố định, nhờ liên kết kiểu chốt quay hoàn chỉnh. 

Ø, nằm trên Ø¡ tại điểm P, đĩa Z¡ này kéo cho Ø2; 
quay nhờ ma sát. Ta giả thiết là có quay mà không trượt 
tại P và ta gọi ƒlà hệ số ma sát trượt giữa Ø và 2›. 

Ø¡ là một đĩa đồng nhất có tâm C (cố định) bán kính 
4 và momen quán tính I so với trục (Áx) của nó. 

2; là một đĩa đồng.nhất có tâm Ó (cố định) khối 
lượng z và momen quán tính 7 đối với trục quay (Øz) 
của nó. Khoảng cách OP là bằng ò. 


z 
liên kết chốt quay hoàn chỉnh mì" ẩ 


1) Viết các điều kiện lăn mà không trượt liên hệ giữa 
các vận tốc góc ở của Ø và Ø của %›. 

2) Tính gia tốc góc Ø của ớ›. 

3) Giá trị không được vượt quá của 7` là bao nhiêu để 
giữa 2 và Z; thực sự lăn mà không trượt ? 


'“ _ Các chuyển động không mong muốn 
của một máy kém cân bằng 

Hệ quy chiếu trái đất (Ó ; x, y, z) được giả thiết là 

galilé, (Óy) là đường thẳng đứng hướng xuống dưới. 

Ta kí hiệu gø là môđun trọng trường. 

Một máy, gồm có : 

° một thân máy cố định (MPC) đặt cố định lên mặt 

đất nằm ngang khối lượng mm, rộng MP = 2! và khối 

tâm nằm ở độ cao b trên mặt đất. 

® một rôtÔ 4Z quay quanh một trục nằm ngang A đi 

qua C và đồng tuyến với (Óz), khối lượng m là khối 

tâm A nằm cách A một khoảng a. Trục quay 4 nằm ở 

độ cao h trên mặt đất. 


Một ngẫu lực nguồn gốc điện từ do thân máy tác 
dụng lên rôto làm cho .Z quay quanh trục A với vận 
tốc không đổi œ. Giả thiết rằng œø > 0 và lấy gốc thời 
gian là thời điểm qua vị trí Ø= 0, sao cho Ø = ứ. 


Người ta mô hình hóa tác động của mặt đất lên thân 
máy bằng lực W+7, ở đây N là thẳng đứng và 7 
nằm ngang. Trạng thái bề mặt chỗ tiếp xúc đất - thân 
máy được mô tả bởi một hệ số ma sát trượt tĩnh ƒ và 
một hệ số ma sát động ƒ.. 

-_1) Chứng tỏ rằng một vận tốc quay rất cao có thể phá 
hoại tiếp xúc giữa đất và thân máy. 

Hãy viết biểu thức của vận tốc góc ứœ mà bắt đầu từ 
đó có hiện tượng phá hoại tiếp xúc nói trên. 


= : @ K 2 
2) Đối với 0872] người ta quan sát thấy sự trượt 


xuất hiện ở thời điểm ¡íq = Ag Từ đó suy ra giá trị 
0) 
của hệ số ma sát tĩnh ƒ,. 


3) Vận tốc trượt ở gần /ạ có chiều như thế nào ? 

Suy ra biểu thức của 7` sao cho sự trượt duy trì theo 
chiều đó. 

4) Xác lập trofg trường hợp này biểu thức của số đo 
đại số của gia tốc š của thân máy. 

Người ta quan sát thấy rằng sự trượt chấm dứt khi 


fị =—. Từ đó suy ra giá trị của hệ số ma sát động ƒ.. 
œ 


5) Giả thiết rằng a@”g, điều này đảm bảo là 
không có trượt. Chứng tổ rằng mặc dầu vậy, máy có 
thể có xu hướng bị lấc lư, cần xác định những điều 
kiện để xảy ra điều đó. 


Ö xChất điểm trong một hình trụ 


Trong hệ quy chiếu trái đất giả thiết là galilé, một 
hình trụ bán kính # chiêu cao 2 có thể quay không 
ma sát quanh trục (Óz) thẳng đứng của nó. Ở hình trụ 
có đục một kênh thẳng tiết diện nhỏ, đi qua tâm Ó 
cúa hình trụ như ớ hình vẽ. 


Ta kí hiệu J là momen 
quán tính đối với trục 
(Óz) của hình trụ. 

Một chất điểm M có 
khối lượng m trượt 
không ma sát trong 
kênh. Ở thời điểm đâu, 
M nằm ở A phía trên cao 
của kênh, đứng yên so 
với hình trụ và toàn bộ 
quay với vận tốc œ@g 
quanh (2z). 

1) Viết hai nguyên hàm 
trong đó có vận tốc góc œ 
của toàn bộ, hoành độ X = OM của điểm M trong kênh 
và đạo hàm X của X. 


2) Suy ra một phương trình vi phân bậc nhất của X 
dưới dạng X” + ƒ(X) = cte. 


3) Để vn giản các phép tính tiếp theo, ta lấy 
J=mÑ?. 


Cho biết : g= 9,8] ms 2 và 8 = Im. 


Vẽ trên giấy kẻ li dạng của hàm #X) đối với các giá 
trị của @ạ ; thí dụ lấy : 


œạ =2 rad.s Ì : 
(g =4 rad.s 1 


Suy ra một cách đjmnh zính chuyển động của chất điểm 
ở các trường hợp khác nhau nói trên . 


0g =0 rad.s 1; 
Œœg =3 rad.s 1 ; 


4) Xác định phạm vi [ớ\; 0; ] của øạ sao cho trong 
phạm vi đó chất điểm thường xuyên trong hình trụ. 


Tính các giá trị của @\ và @s. 


@ *Hiình trụ và khung quay 


Trong hệ quy chiếu trái đất giả thiết là galilé, một cái 
khung không biến dạng tạo nên ba cạnh của một hình 
vuông, gồm có ba thanh AP, ĐC và CD đồng nhất, 
tiết diện không đáng kể, chiều dài ð và khối lượng mơ. 
Khung chuyển động quanh trục A thẳng đứng đi qua 
A và D, các liên kết ở các trụ quay A và Ð là không 
ma sát. 

Ở cạnh BC chỗ điểm giữa E có một hình trụ đồng 


nhất khối lượng mm, bán kính R=. mà quán tâm 


trùng với E và vậy là trục trùng với ĐC. 


Cho Biết momen quán tính. 


* của một thanh đồng nhất khối lượng m chiêu dài b 
đối với trục đi qua tâm và vuông góc với thanh là 


I= HUẾ”) : 

12 
* của hình trụ đồng nhất, khối lượng m và bán kính # 
SO VỚI trục của nó là jÿ = -mEỂ, 
Ở thời điểm đầu, người ta tác động cho hình trụ có 
vận tốc góc là øo , còn khung đứng yên. 


Do có ma sát giữa hình trụ và khung, sau một thời 
gian hình trụ đứng yên đối với khung. 


0i 


1) Tính tốc độ quay øi của hình trụ khi hình trụ 
đứng yên đối với khung. Biểu diễn œø¡ theo hàm của 
1, J và œọ, rồi sau đó theo hàm của øœg. 

2) Tính công tổng cộng W của các tác động ma sát. 

3) w* Tính công W{ của các tác động ma sát thực 
hiện lên hình trụ và công W2; của các tác động ma sát 


thực hiện lên khung. Biểu diễn những công này theo 
1,J và œạ, sau đó biểu diễn theo m, b và @ạ. 


Xi Chọn cơ sở để chiếu 
(ểy, ẻy, €;) sao cho : 

* ế¿, ếy trong mặt thăng đứng, 
€„ trùng với trục quay ; 

* Œ, nằm gang, vuông góc trục 
qu4Y ; 

và gọi Ö là góc giữa thanh ÓC với 
mặt thẳng đứng. 


Định lí về momen động lượng của con lắc đối với điểm O cố định, : 
chiếu lên trục quay AOB, cho la : 


SỐ CÀ ey — |bcosØ gc0sŒ 
J8 =(00^ mạ). Êy với OGI0 và ø|—gsinơ, 
.|bsinØ 0 


từ đó JỠ =—mbg cosơsin8.. 
Nếu Ð nhỏ, con lắc dao động với chu kì : 


T=2mz So ng : 
8 mgbcosœŒ 


bộ 1) Thanh và đĩa tạo thành vật rắn mà momen quán tính Jạ đối 
với trục (0z) được tính theo định lí Huygens : 


j =(m# + |x| m6) va mẺ |= m. 
"———< ` —-———~ 


thanh địa 


Vận dụng định lí momen động lượng đối với O cho toàn bộ hệ, chiếu 
O 


lên trục (02) ; ta có: 

JgÐ =—mgRsing —2mgRsin0 = ~3mgKsing 
và nếu @ nhỏ, Jạÿ = —3mgRỌ 

Vậy hệ thực hiện những dao động hình sín 
chu kỉ là : 


2) Vận dụng đối với đĩa, định lí momen động lượng đối với A trong 
hệ quy chiếu trọng tâm. Chiếu lên trục đi qua A và đồng tuyến với 
(O2) ta có Jœö =0. 
Từ đó ta suy ra tốc độ quay œ của đĩa là không đổi trong quá trình 
chuyển động : œ = cfe = (0. 
Ta tính thành phần lên (O2) của momen động lượng đối với 0 của 
toàn bộ (trong hệ quy chiếu gøalilé) : 
lọ; = họ, thanh T TQ, đa 
: l xót § 
Với đọ, thanh “(mẻ + 3 mR? _ = 3 mR”Ò 
Lọ; qạ =(OÄ^ mỹ(A)).ẽ, + J0 = m2R} ÿ + Jeg, 
theo định lí KŒMIG. 
Định lí momen động lượng đối với O vận dụng cho toàn bộ (trong hệ 
quy chiếu galiló), chiếu lên (O2) cho ta : 


2mj + 4mR?ö =-3mgRsin0, vì œạ = cte ; 


. XU VÀ ve 9ø 
và nêu (0 vân côn là nhỏ : Ö =———Q. 
ọ ọ I6 ru 


Bây giờ thanh thực hiện những dao động hình sin với chu kì : 
+ =az |I6R 
98 
Ta nhận xét rằng T„ hơi nhỏ hơn Tị và vận tốc quay œạ không ảnh 
hưởng lên 1› . 


› 


53 Vận dụng định lí mormen động 
hưng cho cánh cửa trung hệ quy 
chiếu sắn với xe Ô1ô (tịnh tến dối 
với hệ quy chiếu trái đất), khi chiếu 
lên trục thẳng đứng (Q5), ta được: 


: 


Momen các lực quán tính kéo theo đối với điêm Ó của trục quay (02) 
của cánh cửa là: 


từ đó lữ = =mba snd. : 


Nhân phương trình này với ở và lấy tích phân giữa thời điểm dâu 
LINP ‹... P 
Ề =ứn= Dy v= ) và một thời điêm t nào đó, ta có: 
-3 
!ä“ =2mbBáacosơ 


Vậy thời gian tạ để đóng cửa được xác định bởi (chú ý đấu: ở là 


âm. œ giảm từ œy đên 0): 


ngÏ 


: dư 
lo ni ¡ V€0Sữ_ 
sau khí tính giá trị cửa tích phân, ta được: 

7 
2mba- 


tạ =2,62 


'Ê pử thiết lập phương trình chuyển động ta có thể dùng ngang 


nhau haí phương pháp: 

*® Phương pháp định lí momen động lượng ở O, vận dụng cho toàn 
bộ (dòn cân + hai đĩa), chiêu lên trục quay (O5). 

Thành phân theo (O2) của momen động lượng là: 


lự= (J + má” )ở =(O01 A Mũt (0)+0Øa A Mö(G )).6„, 


vì rằng các đĩa có chuyển động tịnh tiến tròn: vận tốc của các quán 
tâm Œ\ và Œ; của chúng nghiệm đúng: 
0(G))=ö(A) và 0(G)=0(B) 


với Đ(B)=—0(A) = bửẽ„, từ đó: 


tưy =(1+ nà” “)z+2Mb°d 


Vì không có má sắt, ta Suy rã: 

lL 

" =ữ+ mà? +2AÄb?)ở =.#y r 
di Đà, 


=(0G A mỹ +OG\ A Mỹ +00 AME).e, 
vậy (+ ma" +2Mb”)ở = —Ingasin œ 
® Phương pháp nguyên hàm của năng lượng vì ở đây không có ma 
sắt trong quá trình chuyển động: 


ộng năng của hệ là: 


l | 
ấy = sU+ ma?)ứ? + 2m(GI)Ÿ +;M4(G,)Ÿ ` 


nghĩa là ếy = sử + ma? +2 Mb?)đ” ; và thế năng là bằng: 


ốp = —I1]94C0§Œ(+(e) 
vì thế năng của tập hợp hai đĩa cân không thay đôi trong quá trình 
chuyến động. 


KH > | 2 3...2 
Vậy „ ='y +ếp l5 âu THẾ +2Mbˆ)đˆ — myw#acos œ = ctẻ 


Lấy đạo hàm ta tìm lại được cùng một phương trình như trước. 
Khi œ nhỏ, ta có thể thay thẾ sinœ_ cho œ và ta có một phương trình 
vỉ phân cô điên mà nghiệm là hàm hình sin với vận tốc sóc: 


Ơi ‹ : 2 
JJ= |——-y và chủ kì T= p“” 
J+ ma” +2Mb 42 


5 1) Vì ÓC và quay không ma 
sắt quanh các trục tương ứng của 
chúng và vì lăn không trượt trên 
., chỉ có các trọng lượng của OC 
và của 2 làm việc trone quá trình 
chuyển động. Các trọng lượng này 
dẫn xuất từ thế năng p : 


ấp =—meRcoso — 2mgR cos@(+el), 
và cơ năng của hệ được bảo toàn trong quá trình chuyển động. T2 tính 
động năng ấy cửa hệ: 

`. #3 ic 3a [4 2, Ty 2 

đx = #4 (thanh) + ấy (2) BÉ X2 + 5 nÊn bộ Tử 
với 0(C)` =(2Rọ)” 
Vận tốc (quay (@ của 2 là: 

0(lạy) =Ũ= ñ(C)+@&, AC, từ đó ø = 2ó 


Từ đó ta suy ra ếy = - up , và phương trình vi phân mà 
nghiệm đúng là: 

H322 

Eu4 — 3 c0s Ø = ctè 


2) Tà lấy dạo hàm của phương trình trên. Khi còn nhỏ, ta có 


Uơ 
phương trình dạng: =2” với 2?= na . 
Con lắc thực hiện những đao động hình sin, @ = œụ cos €2 , có chu kì: 


“..n 
3 VÐ%z 


lÓ) 1) Giả thiết ứ và Ø đương, sự lăn không trượt dẫn đến : 

aở = bÖ 
2) Vì các liên kết quay là hoàn chính và có lăn mà không trượt ở P, 
nên chỉ có moimen của ngẫu lực động cơ làm việc. 


Ta áp dụng cho toàn bộ hai đĩa các định lí về công suất động năng: 


4Í ˆ 1a? +~ 183 |= rữ 
DEN) 


đí 
. „ dy, 
từ đó, khử ở ta dược: g9=— 5 
bì 
VI. Đi, 
: 


Ta cũng có thể tìm biểu thức đó của Ø bằng cách vận dụng dịnh lí 
momen độn lượng cho Ø| rôi cho Ø; và chiếu lên các trục quay 
tương» ứng. 

Ø| tác động lên 9 một lực Tế, + Ney ở P(N >0 và T, đối lập 
với trượt nếu có xảy ra, là đồng tuyến với ẻ„ xác định bởi 
ổy A£y =ổ; ); ta CÓ: 

* đối với Ø®, I2 = I'+ aT' (định luật tác động và phẩn tác động) 

* đối với Ở,, J0 =—bT. 

Khử T, tồi khử ở. rõ ràng là ta có được cùng giá tị Ø_ như trước đây. 

3) Quán tâm của 2 là cố định, định lí tổng hợp động lực vận dụng 


cho Ø cho la N= mẹ (khi liên kết chốt trượt là hoàn chỉnh, tất cả 
lực tiếp xúc đều nằm ngang). Định luật Coulomb ITI<fN_ dẫn đến: 

ITI=z7 C = Sẽ 

b a 


2 
<ling vậy Ï'< afing : 
b aLJ 
J3 

a 


⁄ Khối tâm Ở của máy được định nghĩa là: 


Ki hiệu x là toạ độ của B, OG có các thành phân: 


1, 
X*+—&wfvot 


l 
Rẻ + h—ac0s@f) 


Giả thiết rằng thân máy tiếp xúc với mặt đất, vận dụng các định lí tổng 
hợp động lực cho toàn bộ (tân máy + rôio) chiếu lên (0%) và(Oy): 


2 


|3 m# — maøœ Sin@f =7 


mác)” c0scot = ÁN —2mp 
1) Tiếp xúc giữa mặt đất và thân máy sẽ không còn khi N trệt tiêu, 
diều này có thể xảy ra khí tốc độ quay của tôto vượt quá giá trị eo 


xác định bởi: 


_aS 


2) Giữa thời diểm đầu và thời điểm tạ, thân máy bất động, X =0, từđó: 


T =—na@” sin of 


3 
XN =2ing + nađ0“ c0S @V 


Định luật CoULow cho |T1< f,LNI, từ đó, chú ý đến dấu của T và 


À, tả tít ra: ao" in of < (2g + 4øˆ coseot) và Ở giới hạn, vào thời 
điểm tạ : 
2 
.. aœ0 
2 
; M3 2 V3 
&@@“ =— — Ä@{[ =— Ị 
lừđó: f;==———®“~= Ảy=- =0,58 
2,30 -„_ Aj- V 
2 —.. 


3) Sau thời điểm tụ, thân máy có xu hướng trượt về bên phải theo 
chiêu trục (Ox) (x > 0). Khi đồ từ định luật Coulomb ta có: 
I7TI=f,LÄNI, vậy T=~[„(2mg + maøŸ C0§ @0f) 
4) Định luật tổng hợp động lực cho ta (xem mở đầu): 
"-.: 2. 
X=—— †~a(0 8n 6 = 
2m 


3 


: a0 „. : 
tuụ+ 5 (sin ø@f — f_ 0S @f) 


Lấy tích phân hệ thức đó từ thời điểm tụ, lúc đó vận tốc trượt 4 
bằng không và đến thời điểm t,_ lúc đó vận tốc cũng bằng không: 


4 lÓ 2c Ẵ 
0=-f sứ ~f,}+~ [9 + c0s @f,)— Í (sin @f) —sin)] 


Từ dấy ta có: 


— (—c0s a1) + G95 0fạ ) 


s 


#Íh~lu)+ ` (sinøị —sỉn tạ } 


.. I Đa ỨC) - sẽ xã Z 
Tĩnh đền các giá tị của œ =—== | —. đủa tụ =—— và của l=—, 
b) 3œ (0 


ta có: 


Ta nhận thấy rõ ràng là f„ < f,. 


5) Giả thiết tầng tác dụng của đất lên thân mắy tại một điểm ¡ năm ở 
hoành độ (x+u), vận dụng trong hệ quy chiếu trái đất, định lí momen 
động lượng đốt với điểm C (điểm cố định) của toàn bộ (thân máy + 
rôt0) chiếu lôn trục nằm ngang (2) ta có: 0= hT +uN ~ measinet 


Thật vậy, ta nên nhớ rằng: 

* thân máy là cố định và rôto quay với vận tốc không đổi ; 

* các tác động nội giữa rôto và thân máy không xuất hiện trong định lí. 
Thay N và T bởi các giá trị của chúng (xem câu hỏi 2): X =0 


ˆ c0s ø()— mgasin «ot 


0=ñ-C me sin @†) + u(2m# + maœ 
Động cơ không lắc lư nếu điểm tác dụng 1 luôn luôn ở giữa các điểm 
M và P của thân máy, điều này cho ta: 


lui S† và a<2l. 


le) 1) Các tác động bên ngoài lên hệ (hình trụ + chất điểm) chỉ là 
trọng lượng hình trụ, trọng lượng điểm M và các tác động của trụ lên 
trục quay: momen của các tác động này lên trục (02) là bằng không; 
do đó, các thành phần L„ của momen động lượng của cả tập hợp 
được bảo toàn trong quá trình chuyển động ở hệ quy chiếu trái đất: 
l„ =Jœ +(OM Amu(M)). ẽy =œe 
Vậy với việc đưa vào cơ sở chiếu (6y, ẽy, 
sao cho kênh ở trong mặt (Oxz), t4 có: 


J5 


0= X 6, tš,) 


,€ 
ẽ,) liên kết với hình trụ 


từ đó vận tốc của điểm M trong hệ quy chiếu trái đất là: 

¬... rẽ 
ø(M) NT nG XP lAco tin 
Ta nút ra từ đồ: 

mẽ. 2 
l£ @ =Œ = (J + mÑ” )øụ 

Vì không có ma sắt, cơ năng của toàn bộ được bảo toàn ngay cả trong 
quá trình chuyển động ở hệ quy chiếu trái đất. từ đó: 


l I „2 
J0) sạn|xŸ Tàn (J + mÑR?}; + nụ, 


hộ 
2 
2) Khử ø ở hai phương trình trên, ta có: 
J 


(2+#) 7 
ÄX?+> ———aøj+gX2X=œ=| —+RP |ø}+2gR, 
J l 2 m 
—=+-X 

m2 
nó có đạng X?+f(X)=f(@X) với X,=Rx2 là vị trí ban đầu 
của chất điểm ở A. 


3) Cho J = mÑ”, phương trình trở thành: 


. 4# 
Xi toi +#X2X =de=2R “ø§ +2øR 


Rd 
2 
¬".¬... 4Rd ¿ ¬ 
Đáng điệu của hàm TUA)S=——— 0N +øx2X được vẽ ra ở 
g.Ấ— 
2 


hình sau đây với các piá trị khác nhau của œ.. 


Tà nhận thấy: 

* với œạ = hay œạ =2, ÑXI) không có cực tiểu 

1) có một cực tiểu ở đưới Xụ ; 
ÑX) có một cực tiểu ở trên X, 0: 


* với œụ =3, 
* với œụ =4, 
Những vị trí mà hạt có được là những vị trí mà: 

f(X)<f(X\) 
Tà từ đấy suy ra (xem §2.3.2 chương 4): 
* với œạ =0 hay ey =2 rads `, chất điểm tụt xuống kênh và rời 
hình trụ ở B; 
* với œy =4 tads”Ì chất điểm bị đấy ra khỏi hình trụ ở A, ngay từ 
thời điểm đầu: 


⁄(X) 


* với œy =3 rads” chất điểm đao động trone kênh giữa các vị trí 
Xụy và X\ xác định bởi f(Xị) = f(Xụ) , không bao giờ ra khôi hình 
trụ (Xị>0). 

œ) 


02 04 0,6 08 10 12 14 16 18 X 


#ơ đề trên dây biểu diễu phóng đại một chỗ của {X) trong trường 
hợp œ¡ạ =3 tadä Mu 
4) Đôi với các giá tị đụ dưới một giới hạn œỊ nào đó (bao gốm 


giữa 2 và 3). fLX) không có cực tiêu : như vậy với œ¡. LX) phẩi có 


điểm uốn tiếp tuyến nằm ngang. k 
É sọ 3Ú "rẽ ẽ 
Phép nh Kho, =0 và : =0 dân dên X =,|—Ñ, và 
ú dˆX 3 
đ‡ nh vậy œ0 =2,148 rads `”. 
34/38 


Với những má trị coạ trên một giới hạn œ; nào đó, cực tiểu của X) 
luôn tÊn tại khi X lớn hơn Xụ,, điều này làm cho ở A điểm MM lập tức 


bị phóng di; do đó. đổi với đ;, ÑX) luôn có một cực tiêu ở 


ba in 2OÀi cản s2 
X =X,. Phúp tính nh dội ví. X = Xu = K42 cho ta: 
( 


Chất điểm luôn luôn ở trong hình trụ khí: 
(\ =2,145 tadg”!< (0y S( =3,132 ad” Ì, 
@ Trước hết ta tính momen quần tính J„ của khung so với trục 
quay 4 bằng cách áp dụng định lí IIUYGENS đối với từng thanh; 
| 3 Mi § 3 
J.= { +—mbPˆ |+mb" =—imbhˆ 
` —” 


thanh 
thanh AB và CD — P 


L) Chỉ có tác động ngoại sau đây tác động lên toàn bộ (khung + hình 
tụ): 

* các tác động của các trục quay mà momen của chúng không có 
thành phân nào trên trục qua) cả vì không có ma sắt: 

* các trọng lượng mà monien không có thành phân uào cả trên trực 
quay. 


VỀ san, khí vận dụng đốt với hệ này định lí momen động lượng (rone 
hệ quy chiếu trái đấu) đối với trục Á: !a SUy ra tàng momen động 
lượng của toàn bộ (khung + hình trụ} dối với truc .1 là một hằng xố 
chuyên động: không nên quên rằng cuốt diễn biến, khune hình trụ tạo 
nên một vật tấn có vận tốc đ\. k4 CÓ: 

Jí0y =( + mb” + dạ. V0|. 


TT nN . . 3 
Tĩnh dên những sia trị chủ ở đề báu, tạ tHỊ được éy = nh : 
b 


2) Áp dụng định lí động nàng (trong hệ quy chiêu trái dât) đôi với tập 
hợp (khune + hình trụ); chỉ có các tác động ma xát (ở đây là các tác 


động nội) làm việc trone quá trình chuyên động. từ đó: 


Í | 2 
W =lúy = đấy => ( + mô” + J,)eøŸ —a J8). 


.A ` bì F3 ," Ị l 4 VN) 
điều này dân đên W =— 7e (60 — dụ) = ~— mũ" 6}. 
n 2 lWI 


Công này rõ ràng là âm; một phần động năng bị tiêu tân dưới đạne 
năng lượng nhiệt do mài sắt. 

3) Các phép tính WỊ và W4 là khá tế nhị. Trước hết ta phải làm tö 
các tác động cơ tiếp xúc giữa hình trụ và khung; 

* lực Ñ của khune tắc dụng lên hình trụ và lực —R của hình trụ tác 
đụng lên khung, 

* momen . #; dối với E của khung tác dụng lên hình trụ và momen 
—. 4; của hình trụ tác dụng lên khung. 

Các tác động má xát được dặc trme bởi thành phân Cử: tmomen 
„lên trục quay: ta gọi thành phân dó là . #,. Công của các tác 


động má xát WỊ và W2 dược viết ra tương ứng là: 


Ủ = [, -'fÍ †-.ÖNình trụ di =[ k Ý1Đtình trụ df; 


Wˆ›= -[. : Ấp. tuungdf > -| : Í(A(guang 


Ụ 


Chúng ta sẽ không xác dịnh công IW, từ biểu thúc trên (vì chúng ta 
không biết sự phụ thuộc của (nu hình trụ théo thời gian) mà 
chúng ta dùng định lí động năng như ở câu hỏi 3. Muôn vậy ta phải 
tránh công cửa lực tiếp xúc Ñ_ và khôn khéo vận dụng định lí dông 
năng chủ hình trụ trong hệ quy chiêu trọng tâm của nó (ở hệ này R 

không làm việc). Ta không quên răng vận IÔc quây (Oynnụ Cửa hình 
trụ ở trone hệ quy chiếu trấi đất và ở trone hệ quy chiếu trọng tâm là 


.hr nhau. Tiêp theo đó, công WỊ có cùng biêu thức đôi với cả hai hệ 


quy chiêu. 


| ˆ 2 280 3.2 
Đ= 4È hnheu =—J(0ƒ — @a). từ đó WMỊ =—-— mb @2. 
1= 4y tinhtu PhÓ @0). tử đó WWỊ cài mÙ“@ 


: “ I2 2 
H2 dược tính theo hiệu : W2 =W — WỊ = —— mb*40jg. 
5 4489 


Ta nhận xét rằng W2 là đương, điều này không có gì là lạ, vì các tác 
động ma xắt thực hiện một côn phát độnh lên khung, làm cho khung 
chuyển động. Chỉ có công W tông cộng của các tác động ma sát phải 
là âm. 


"7rê 


Đài toán Ï 


* / )ao động của một cái đĩa 


Xét một đĩa “bán kính # khối lượng 4. 

Hệ tọa độ trực chuẩn (Ơ ÿ v, y, z) sao cho (0z) trùng 
với trục của £: 

Z Không phải là đồng nhất: quán tâm Ở của € nằm 
trong mặt (2vy) trên bán kính ØAÁ ở khoảng cách 


1 . : 
b= EU tính từ 2. Momen quán tính của so với 
5 
(Óz) là J=-—MR”. 
12 


Cho biết : R= 0,1m và g = 10m Ỷ, 


1) Z chuyển độne, không ma sát quanh trục (Óz) của 
nó, siả thiết cố định và nằm ngang. Tính chu kì 7 của 
những dao động nhỏ chung quanh vị trí cân bằng bên. 


BÀI GIẢI 
1) Định lí momen động lượng áp dụng cho đĩa đối với @, chiếu lên 
trục (02) cho ta: 

JÖ=—M gbsin0 =—M eb0. 


Dĩa đáo động quanh vị trí cân bằng Ø=0 theo một chuyển động 


: : 3y ' £ ¿ Meb ~ : 
hình sin với vận tốc góc @= "4 và chu Ki 
m= 
„277 JỰ ¬ l§R 
T=—=27 ,Vậy Ï=27z - 
(0 AM ob \ Mi 


Ấp dụng số: ?= 07% 
2) a) Tạ gọi E= rể, — ƒX£_ là lực thanh tác dụng lên đĩa ở điểm 


tiếp xúc } 


2) Zchuyển động không ma sát quanh trục (Øz) cố định 
và nằm neane. Một thanh có tiết diện không đáng kể 


` : by M. 
chiêu đài 2d, khối lượng Äƒ'= 300 năm ngang không 


chuyển động trên đĩa theo sơ đồ (2= /Ó“ = đ) tronp 
mặt phẳng (xy). Thanh chuyển động không ma sát 
quanh trục nằm ngang (O2) song song với (G2) đi qua 
một trone các đầu mút; đầu mút kia của thanh ở Ó” có 
cố định một khối điểm Ä#"=——. 
150 
Hệ số ma sát piữa thanh và đĩa là ƒ Vị trí của đĩa 
được tính theo póc Ø. 
Người ta buông đĩa ra không có vận tốc đầu, sần vị 
trí cân bằng bên. 
a) Thiết lập phương trình vi phân của chuyển động. 
b) Ø (độ lớn của sóc bạn đầu đương) và ƒ phải thỏa 
mãn bất đẳng thức nào để có chuyển động ? 
c) Viết biểu thức của Ø phụ thuộc thời gian f,Øg, /, 
2//P3,18LV 
@=—— Với <I<T. 
T 
đ) Giá trị bạn đầu của Ølà Ø = 0,084r4';¡ ở thời điểm 
3) giá trị của Ølà đi =~0,068 rad. 
Suy ra eiá trị của hệ số ma sát ƒ 
€) Sau bao lâu (tính theo hàm của 7) đĩa sẽ đứng yên? 


Lúc đó piá trị của Ø là bao nhiêu? Vẽ đồ thị phụ 
thuộc thời sian í, 


Vận dụng định lí momen động lượng: 
* ởO, đối với đĩa, chiến lên trục (O2): 
JÖ=—M sbsin0— Rl> x—M pb0— RE; (Ú): 
* ởO, đối với thanh, chiếu lên trục (22) (nhớ rằng đĩa tác dụng lên 
thanh lực —Ƒ ở: 
0=+dƒgy—dX'e—2dÄAf"e 
vị tranh không quay quanh ÓC, 


Mẹ 
60 ˆ 


Từ đồ tạ suy r4 7ÿ = 


 - #2. cậy Áy t và live % .Me 
b) Nếu đĩa đứng yên, từ định luật CottoMB ta eó: |[/2|<f|TA| =f Hi : 


145 


1£ - CHVR gối 


Lúc đó phương trình (1) cho ta (=0): 


R R Mơ P f 
lØI=——|R|=———f SẺ ,vây lØI<0,=f-—=—. 
Mỹgb Mạb Œ 60b 20 


Vùng |—Ø;: Ø,| tạo nên khoảng cân bằng: nếu đĩa ở đấy có một lúc 
nào đó có vận tốc góc bằng không, nó cứ mãi mãi ở vị trí đó. 

Như vậy đĩa sẽ chuyển động nếu đạ >, (vì đ; dương) điều mà ta 
giả thiết tiếp theo đây. 

€) đạ là dương và trọng lượng thực hiện nuẫu lực kềo về, vận tốc tóc 
Ø là âm lúc khởi động: do đó giá trị / của lực ma sát là âm (chú ý 


dấu của Fz-: Fr- ngược với vận tốc trượt của đĩa) và bằng: 


(1) được viết lại thành: 
Ø+œ°0=ø@?69, (2) 
lấy ch phân, tính đến các điều kiện đầu: 
9 =Ø, +(60) —Ø,)ceosat 
^ NG ÁP 1) vi ấÊ van, ` 7 
Ở thời điểm tang Ô trệt tiêu và Ø 5 =Ø,=-(8ụ—20,) : 
* nếu |29, — Øụ|< Ø; , đĩa đứng yên; 
* nếu |29,—6j|>6,, đĩa bất đầu chuyển động với vận tốc góc 


đường. 


Ta ở vào trường hợp cuối này: ?‡- là dương và bằng: 


(1) được viết ra thành: 


Ö~œ°0=-œ°0, @), 


Tính đến tnh liên tục của Ø và Ø ở thời điêm c nghiệm của 


phương trình trên là: 
: 7 
0=~08, +(30, — 0y ka|/ 3] 


Ở thời điểm ( = 7; Ở triệu tiêu và Ø(7)=Øy =đụ ~46, : 

° nếu |Øạ ~4Ø,| < Ø,, dĩa đứng yên : 

* nếu |0, -4,| >Ø., đĩa tiếp tục chuyển động với vận tốc góc âm; 
i là âm và phương trình (1) có lại dạng (2) mà ta có thể lấy tích 
phân tính đến tính liên tục của Ø2 và Ø ở thời điểm †; v.v.. 

d) Áp dụng số: 2Ø, = 0, + Ø, =0,016 rad, từ đó ƒ= 0,16. 


e) Cứ mỗi nửa chu kì, môdun của biên độ piảm 2Ø, =0,016rad.. 


Sơ đồ đưới đây cho thấy diễn biến của Ø theo thời gian. 


Ta lần lượi tìm thấy các biên độ sau: 


- 7 s. 27 ca 
2 2 2 


6,=0,068 | Ø =0,052 6, =-0.036] Ø, =0,020 0; =~0,004 | 


Øs ở vào khoảng cân bằng: như vậy đĩa đứng yên ở thời điểm 


( =5. hay ? = l,76s. 


Đài toán 2 


*  huyển động của một cái đĩa trên một mặt di động 


Xét một cái đĩa 2 tâm C bán kính 8 khối lượng Ä. Z 
không đồng nhất: quán tâm Ở nằm trên bán kính CA 


1 2 3 
cách Œ một đoạn là b= n . Momen quán tính của 


ái sô Da 15 
Z đối với trục là J =5 MRẺ. 


Cho biết : R = 0,1 m và g=10 mš ? 


lôi l * 


Z nằm yên thẳng đứng trên một mặt nằm ngang, mặt 
này chuyển động với gia tốc đ không đổi, môđum 
của gia tốc là 4đ. 


4 4 

Đặt tyư=— |Ô<øz<— 
L4 2 

Mặt phẳng được xem là sân sùi sao cho đĩa luôn luôn 

lăn mà không trượt. Trước hết ta nghiên cứu cân bằng 


BÀI GIẢI 

Trong hệ quy chiếu không Gahlé gắn với mặt phẳng, đĩa chịu tác 
dụng cửa: 

* trọng lượng ÄZ£ của đĩa, điểm đặt là Œ: 

* tác động tiếp xúc Ƒˆ của mặt phẳng, tác dụng vào điểm tiếp xúc j; 

* các lực quán tính kéo theo ở dây rút pọn lại là lực tống hợp -Mã 


tác dụng lên Ở (vi hệ quy chiếu gắn với mặt phẳng là tinh tiến so với 
hệ quy chiếu trái đất, được xem là Galilé). 


kh 


l 


Ó 1 x 
Khi đĩa lăn không trượt trên mặt phẳng, công suất của Ƒ bằng không 
và những lực khác là đẫn suất từ thế năng #;.. 


tương đối của hình trụ, sau nghiên cứu những dao 
động nhỏ của nó trong hệ quy chiếu (Ó;v,y,x) pắn 
với mặt phẳng: ÓØz là đồng tuyến với trục của 2, (2x) 
là đồng tuyến với gia tốc của mặt phẳng. 

Vị trí của hình trụ trong hệ quy chiếu gắn liền với 
mặt phẳng được xác định bởi sóc Ø = (Cv, CƠ) 

1) Tìm hệ thức liên hệ ø và z lúc cân bằng? (Làm 
cho xuất hiện góc Ø= ø+ 2ø). 

2) Chứng tô rằng chỉ có thể cân bằng khi những giá 
trị œ nhỏ hơn một giá trị giới hạn ø¿¿. Suy ra giá trị 
dạ; tương ứng. 

3) Đối với œ<øx;, chứng tỏ rằng có hai góc c. 
bằng ợ, và ø; nằm giữa —z và +z.. Chứng tỏ rằng 
Ø + Øạ =~20. 


4) Tính ø và ø; đối với a=1m. s “ 

Š5) Giá trị nào trong các giá trị trên ứng với cân bằng 
bền? 

6) Nếu hệ số ma sát ƒ giữa mặt phẳng và hình trụ có 
giá trị ƒ= 0,16 có khả năng có cân bằng này không? 
7) Tính chu kì của các dao động nhỏ quanh vị trí cân 
bằng bên, sau đó áp dụng tính sô. 


* M gbsinø(+cte) đối với trọng lượng : 
* Ma(TRe+bcosø)(+cle) đối với lực quán tính kéo theo. Thực tế 
công suất của lực quán tính kéo theo được viết là: 

2 ==Mã.ø(G)==Mã. (0U)+# A10) 
với ø(]=Ö và @=0e,, từ đó đ =Mao(R+bsinø). 
Biến thiên nguyên tố của thế năng tương ứng là : 

dếp, =- dt ==Ma(R+bsinø)dp 

Tổng cộng lại: #; = M gbsinp+ Má(—#@ +beosø)(+ de). 
Cơ năng của đĩa là một hằng số của chuyển động #z +#p = de. 
1) Lúc cân bằng, thế nắng của đĩa là cực trị: cho đạo hàm của 5 đối 
với @ triệt tiêu, ta có: 
5c0sØ 


lbử <=- 
ø R+banø 


Ta còn có thể viết dưới đạng: 

bcos(z + ø)= Rsinø, vậy bcosØ= R sinơ. 
Chú ý: 
Ta có thể tìm lại điều kiện cân bằng bằng cách cho momen của các 
ngoại lực đối với điểm tiếp xúc I bằng không (diều này có lợi là các 
lực tiếp xúc chưa biết Fˆ bị loại khỏi phương trình): 

1GA(Mẹ - Ma) =0 

và ta tìm lại được: —bg cos@ + a(Ñ +bsinø) =0. 
2) Hệ thức có dược ở câu hỏi 1) cho ta cos/>0 và rõ ràng là 


cos / <L, từ đó: 


. , b 
Sin# ŠsIlớy =—. 
k 


& £ ' | ` =2 
Ap dụng sô: sinz¿; k và đự =3,5 m.s “. 


3) Giả thiết: #< ứạy. 


ấy 3Â 
Đặt Ø, = woas| ng, „ 1a CÓ: 
Ø@i = /ụ Tơ và ø =~/y— œ, từđồ Øøi+øa =-2đ. 
4) Áp dụng số: œ~0,1 rad, tức là œ=5,7°: ø¡ 1,17 rad, tức là 
61°; 
@;› —l,31 rad, tức là —78°. 
5) Cân bằng của dĩa là bền nếu đối với vị trí cân bằng ø, đạo hàm 


bậc hai của # là dương: 


M3 
E =—Mb(gsinø„ +acosœ,) >0 
đố 

° Ø 


điều này dẫn đến (với giả thiết cosø„ >0): (g ø„ < -tyứ. 
Do đó ø; tương ứng vị trí cân bằng bền và øy là vị trí cân bằng 
không bàn. 
6) Khi cân bằng /+ ẤM @ — Aä =0 
Phân tích Ƒ thành một thành phần ẻ„ vuông góc và một thành 
phần 7£, tiếp tuyến, ta có: 
T=Ma và N=Mbs. 
Định luật CoULoMB quy định !7¡< £! VI, từ đó điều kiện đối với 


hệ số ma sát trượi là: 
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a 
f>—,vậy f>tyz, 


Itl 
điều này thực tế được nghiệm đúng đối với giá trị cho ở đề bài. 


7) Động nắng của đĩa được tính nhờ định lí KŒNIG: 


| 
ấp =2Me*(0)+2 1ÿ, 


và J; =J—M b (định lí IUYGENS) 
Từ đó tả suy ra ?v = s tIỆ M RẺ +2M Rbsinø)Øˆ, tính đến các 


giá trị của I và b ta được: 
l 


# “TM | +ivno) ø 


Chú ý: 
Tả cũng có thể tính động năng theo cách: 


l s 
Øy= 2# với Jy =J~ MbÌ + MGIˆ. 


đốc dộ 


Lấy đạo hàm cơ năng theo thời gian: 


ước lược cho Ä R@ ta cố: 


Đặt @=Ø +£ với <0 


Loại bỏ các số hạng bậc cao hơn hay bằng hai trong phương trình 
trên, ta dược: 


SŸ 17517 ì 
t[ 1 + ng; | = (ring; + 4000; ) 


(Không quên là sa, |+Š#J=0 


Như vậy ta có một phương trình dạng: 
Ø Sin› +ftØ c0S0 
: 


HỆ 2 Z. 2 
£=-@“¿ với (2“= ñ 
— +2šin@› 

4 

mà nghiệm là một hàm hình sin có vận tốc gốc (2 và chu kì 


T8 
42 


Áp đụng số; T= 0,91 §, 


Tài toán 53 


* C huyển động của máy gạt tuyết 


Hình vẽ dưới đây vẽ sơ đồ một máy gạt tuyết dịch chuyển 
trên đường nằm ngang (trong hệ quy chiếu Galilé). 
zẠ 


Máy pạt tuyết này pôm một bánh xe 4 (quán tâm €, 
bán kính #, khối lượng m phân bố đều theo chu vi và 
momen quán tính đối với trục là J =7n R1 và một bộ 
phận 4⁄2(CA7+) không biến dạng có cùng khối lượng 
m như bánh xe, khối tâm là A (cho CA = 2Ñ; A1 = Ñ), 
có chuyển động tịnh tiến song song với trục Ó%). 


BÀI GIẢI 
1) a) Máy gạt tuyết chịu các ngoại lực tác dụng sau đây: 
* trọng lượng của máy gạt tuyết 2mg: 
* các phản lực của mặt đất ở 7 và 7; : 

Tếy+ My, ở H và Tế, +Miẽ, ở lạ. 
Các định luật Coulomb cho ta 
°® Ni>U,AÀ;>0: 


*® 2<0Ú và ?=-— 


P 


=-fÑ; vì có trượt ở l¿, sự trượt này là 
hướng theo chiều dương của (Ó%). 

Dấu của 7¡ là chưa biết và †T¡ nghiệm đúng [ñ| <ïN/ vì bánh xe 
lăn không trượt trên mặt dât. 

Không nên quên rằng ngẫu lực của động cơ là một tác động cơ nội 
đối với máy ạt tuyết. 


Định lí tổng hợp động lực cho ta: 
2mx=T+T 
O=M+Nạ-2mgS- 


Động cơ sắn với 42 thực hiện lên bánh xe một ngẫu 
lực có momen /`= Tế, (Tà hằng số dương). 

Bánh xe có thể quay không ma sát quanh trục của nó 
và lăn không trượt trên mặt đất. Giả thiết rằng hệ số 
ma sát trượt ƒ trên mặt đất ở !¡ và 7; là như nhau và 
nghiệm đúng 0,7< ƒ <1. 


1) Áp dụng: 

a) cho toàn bộ, định lí tổng hợp động lực. 

b) cho toàn bộ, định lí momen động lượng đối với 
khối tâm máy pạt tuyết. 

c) cho bánh xe 4⁄4, định lí momen động lượng đôi với C. 
2) Suy ra pỉa tốc Ÿ của máy gạt tuyết. 

3) Momen 7"phải nphiệm đúng những điều kiện nào để 
chuyển động nói ở trên thực tế thực hiện được ? Có thể 
giả thiết là ở thời điểm đầu cái pạt tuyết đứng yên. 


b) Khối tâm Ở của cái gạt tuyết nằm ở giữa của đoạn CA 
(CG= GA = R). Momen động lượng của tập hợp Ớ là tổng các momen 
động lượng của ./ và ⁄4 mà ta có thể tính theo định lí KŒNIG: 

lp = (GŒC Am¿(C)+ Lct( w (GA Amz(A)+ TẠ (2 ) 


A, T v ".... ~ NHA £ “ 
vậy Lơ =Lc(2j) =J@e,, vì #(C)=¿(4) là đổng tuyên với 
33 và Tu: ` CA ẩ¬ AAng tính SẤ 
GŒ =-ŒA và La(2) =0, ‹22 chuyên động tịnh tiên. 

Bánh xe lăn không trượt, vận tốc quay «ø của bánh xe liên hệ với 
vận lốc # của C(hay của G vì Z(C) = 2(G) theo hệ thức: x= #ø. 
Vận dụng cho toàn bộ định lí momen động lượng đối với Ở (trong hệ 
quy chiếu nghiên cứu hay trong hệ quy chiếu (rạng tâm của máy gạt 
tuyếU) ta được: 

J@y, =GCA mp+(lị A(ify +Me,)+ŒAAmg+l; Afe +Mey), 
từ đó mX=~7i+ MT — ÁN. 

c) Cuối cùng áp dụng định lí momen động lượng cho bánh xe ở 
trong hệ quy chiếu trọng tâm, chiếu lên Óy; ta cố: 

J@ =mÄ= I`~ RT 
2) VÌ 72 =—f Nạ, như vậy ta có bốn phương trình với bốn ẩn số 


*, 7, Nị và À\; : nh toán một chút, ta được: 
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Ta giả thiết rằng máy gạt tuyết tiến lên theo chiều x dương, vậy cần 
thiết là: 

#=Xi>0 vậy Ï'>fRmøg (vì f<l). 
Ta còn phải nghiệm rằng các định luật COULOMB thực tế là được thỏa 
mãn. Các phương trình nói trên với giá trị của gia tốc ï của máy gạt 
tuyết, cho phép chúng ta xác định các phản lực Mị và ẤM; và của lực 


ma sắt Tị : 
y 2H—C 2ng(I~f)+T- 
=mp—— mử = ;: ` M=2mg—N›=—————- 
VI NT TY E": 
Si" si RUT J3 
Tị=T——nš= 


Các tiếp xúc ở ï¡ và 7; tồn tại trong quá trình chuyển động nếu: 

*® Nị>U điều này luôn luôn được nghiệm đúng ; 

« N; >0 điều này dẫn đến I'<2meR. 

Điều kiện lăn không trượt ở ¡¡ xảy m nếu |fj|<fMỊ, vì T¡ là 
dương, nên cũng là nếu ?¡ < f N\. 


Từ đó ta rút ra: 
T(2 2 
—| —-f |<mgf| ——f 
HD ii DRẺ 


f là lớn hơn 2 Đítphương tình tên cho ta T>fRmg.` 


Cuối cùng máy gạt tuyết có chuyên động xác định như trên nếu 
momen ngẫu lực của động cơ nghiệm đúng: 
fRmg < ` S2Rmg 


Đài toán “† 


** ao động của một cái xe trên mặt đất 


Một cái xe khối lượng M, trên xe có đặt cố định một 
con lắc treo 4B, xe có thể trượt trên mặt đất nằm 
ngang. Con lắc AB được xem như con lắc đơn, khối 
lượng m chiều dài /. Hệ quy chiếu trái đất được xem 
là galilé và người ta bỏ qua tất cả các kiểu ma sát. 


Có thể đặt ø = 
m+ 


1) a) Người ta đưa con lắc ra khỏi vị trí cân bằng một 
góc đọ (gồm giữa mộ và 0) và người ta thả Bứn) 
không chuyên cho hệ vận tốc ban đầu. 

Hãy vận dụng định lí tổng hợp động lực cho toàn bộ, 


thiết lập hệ thức giữa vận tốc # của xe và vận tốc đọ 
của con lắc. 


b) Mô tả định tính chuyển động của xe phụ thuộc vào 
vị trí của B. 

c) Xe bây giờ đứng yên do một cái chặn và ta thực 
hiện như ở câu hỏi 1) a): người ta đưa con lắc ra khỏi 
vị trí cân bằng cũng cùng một góc đọ và buông Ö ra 
mà không truyền tốc độ đầu cho toàn hệ. Từ thời 
điểm nào thì hệ là giả cô lập (chỉ bao hàm chuyển 
động nằm ngang)? 

Vào cùng thời điểm đó, sự khác nhau giữa tình huống 
này và tình huống đã nghiên cứu ở 1) a) là như thế 
nào? Suy ra hệ thức mới giữa # và đạ. 


BÀI GIẢI 
1)a) Các: lực ngoại tác dụng lên tập hợp {xe + con lắc} là thẳng đứng. 


Định lí về tổng hợp động lực ấp dụng đối với hệ, chiếu lên trục nằm 
ngang (Ox) cho ta: 


(M+m)u,(Œ)= Mi+ mề xin =(te 
Nhưng toàn bộ ban đầu đứng yên: vậy là hằng số bằng không và đưa 


vào thông số ø = ,ta được: #+œlcosØÐ=0_ (1). 


cái 
chặn 


đ) Bây giờ hãy suy ra, một cách định tính, ,2ìh trình 
chuyển động của chiếc xe. 

Trong tất cả các phân tiếp theo, ta gi^ thiết rằng xe 
không bao giờ tiếp xúc với cái chặn. 

2) Vận dụng định lí momen động lượng cho con lắc 
trong hệ quy chiếu gắn liền với chiếc xe. Suy ra hệ 
thức giữa gia tốc š của chiếc xe và gia tốc góc ổ 
của con lắc. 

3) Nghiên cứu vẻ mặt năng lượng trong hệ quy chiếu 
trái đất. 


a) Tìm biểu thức của động năng của toàn bộ {xe + 
con lắc}. 


b) Tìm biểu thức của thế năng của toàn bộ. 

e) Suy ra phương trình vi phân liên hệ ổ và š. 

d) Dùng hệ thức có được ở câu hỏi 1) và phương trình vị 
phân ở câu 3) e) để tìm lại phương trình ở câu hồi 2). 

4) Bằng cách chỉ xét đến những dao động nhỏ của 
con lắc, hãy đơn giản hoá những phương trình có 
được, rồi giải các phương trình đó: 

a) Xét đến các điều kiện đầu của câu hỏi 1) a); 

b) Xét đến các điều kiện đầu của câu hỏi 1) c). 


b) Con lắc dao động quanh đường thằng đứng và xe cũng dao động 
quanh vị trí cân bằng ngược pha với con iắc (nếu ổ tăng, š giảm và 
ngược lại). ˆ 

e) Lúc xuất phát, xe cố định đối với cái chặn. Ta biểu diễn lực tiếp 
xúc nằm ngang là F= Fể, của cái chặn tác dụng lên xe bằng cách 
ứng dụng định lí tổng hợp động lực đối với hệ, xét hình chiếu lên 
(Ø*) (với š=0 và Z=0): 


2 
F=(M+m)a,(G)= mˆ—_(Iin9) = ml(cosØổ —sing87) 
đ 


Xác định Ø và Ø theo Ø: muốn vậy, ta vận dụng cho con lắc định lí 
momen động lượng đối với điểm 4 (trong trường hợp này là điểm cố 
định) chiếu lên trục (02): 
ml” =—mglsin9 , 
sau đó lấy tích phân hệ thực này từ thời điểm đầu đến một thời điểm 
nào đó: 
Đa đ 
mí Ty = mgl (cosØ —cosØạ ) 


Thay thế Ổ và Ø trong biểu thức của # ta có: 
F = mgsin8 (2cos8q ~3cosØ ). 


Vì (2sinØạ—3.œš#) tuân 'uôn là dương, #có dấu của sinØ và triệt 
. . VÀ ` “ Z ¬ 1 tra 
tiêu khi Ø =0, điều này tương ứng với thời điêm £ = n: (kí hiệu Tạ 


là chu kì dao động của con lắc khi xe đứng yên). Ở thời điểm nầy xe 
rời khỏi cái chặn, con lắc có vận tốc góc: 


Ốp =4 ~cosổ .. 


Về sau, hệ sẽ trở lại trường hợp ở câu hỏi I.a): 
F=0và #+œicosØ8Ø =ctA — (I) 
Ta xác định hằng số A (trong trường hợp này không bằng không) ở 


2  Ín - 
thời điểm sa =0,0 =0,0 =Ôp): 


A=2gl1q~cosØ,) 
d) Chuyển động của hệ {xe + con lắc} tuân theo phương trình: 

Ä+Øđicos88 = A>0 
lấy tích phân ta được: 

x+lsin8 = At + B (B= hằng số tích phân) 

Vì vậy con lắc tiếp tục đao động: xe cũng dao động (ngược với con 
lắc) tât cả tiên theo chiêu x tăng (vì vận tộc trung bình của toàn bộ 
là dương). 
2) Trong hệ quy chiếu gắn với xe, con lắc chịu tác dụng: 


* trọng lượng của nó —/18 ếy ) 


* lực quán tính kéo theo Fj— miể, tác 


dụng ở Ð; = 
* các phản lực của trục ở Á mà các thành Fụ B 
phần của momen đối với (2) là bằng không nẺ 


(không có ma sát). 


Áp dụng định lí momen động lượng đối với điểm 4 (điểm cố định trong 
hệ quy chiếu gắn liền với xe) cho con lắc, chiếu lên trục quay(2): 


ml" = —mglsin8 ~ mïIcos@, từ đó Iổ =—gsinØ — #cosØ (2) 


3) a) Ta xem như ở trong hệ quy chiếu galilé của trái đất và ta biểu 
diễn động năng của toàn bộ: 


lI,„2 ] 2 
ấy =— Mã“ +— mu(B 
KT? 2 (B) 


é 
_. 


với ø(B)” =(+Icos86)” + (Isin98)ˆ. Tù đó: 


ĐvV= 2IM + m)#? 


+1 mj292 + m2 xổ cosg 

2 2 
b) Thế năng được quy về thế năng trọng trường của con lắc: 

p =—mglcos8(+cte) 
e) Vì không có ma sắt, năng lượng tổng cộng là một hằng số chuyển 
động: 
ấy tếp =ce. 
đ) Lấy đạo hàm hệ thức trên, cùng với hệ thức (1) hay (1): 
Ä+lcos88 =cte 
của câu hỏi 1), sau đó tổ hợp hai hệ thức vừa có được độc giả sẽ tìm 
lại được phương trình vi phân (2) của câu hỏi 2). 
4) a) Khi Ø còn nhỏ, các phương trình (1) (hay 1) và (2) được đơn 
giản lại trở thành: 
Ä+iÖ =ce, từ đó 3 =—œlổ, Iổ =—g8 — ï 
từ đÓ ta suy ra ==== sa. 
l(I~œ) I 

m+M 

M 
b) Nếu chúng ta ở trong các điều kiện ban đầu của câu hỏi ]) a) 
9=68,8=0, š=0 lúc f= O), la có: 

9 =6§coœ@¡ và x =~œIØ9 +(cte) =~œlØg(cos 621 — Ï) + Xọ 


9, cố dạng 


ö=@?9 với g?<2 


(nếu ta giả thiết x= xạ ở thời điểm ¿ = 0). Xe và con lắc dao động 
ngược pha với nhau. 
c) Nếu chúng ta ở trong các điều kiện ban đầu của câu hỏi 1.c), từ thời 


điểm n lúc mà xe rời khói cái chặn, ta có: 
ỏ 

ø=f⁄no[,.5 

To Ng II 


viẾt À dêc à 2325 VẤ 
vì thời điểm “¿ 


9=0 và ô=6,== lễ (nhớ rằng Øy <0) 


Chu kì 7ạ,_ của những dao động nhỏ của con lắc khi xe không chuyển 


: Lị 
động là băng Tạ = vn : 
§ 


Ta suy ra: 
x= At+ B—d19 (A và Blà những hằng số xác định ở câu hỏi 1) đ)) 


. T 1 
vậy: - x=ơ/Øạ||t—-2 — snØ t—^—9 ||+xg 
4} @ 4 


bài [y2 "... 

nêu giả thiệt x = xạ ở thời điêm S . 

Ta nhận xét rằng xe dao động ngược pha với con lắc tất cả tiến lên 
theo chiều x tăng: x luôn luôn dương, xe không bao giờ va chạm với 


An. vs vớ T1 
cái chặn sau thời đêm E1 : 


Av 


Ròi toán h 


**% ăn và trượt của một hệ trên một mặt phẳng 


Ta xét trong hệ quy chiếu Galilé, một hệ như sau: 

® AUCD là khung vỏ cứng cấu tạo bởi các thanh hình 
trụ đồng nhất, giống nhau, AC và 2 song song và 
liên kết với nhau bởi các thanh hình trụ đồng nhất 
MỊN hàn với ÁC và ØD ở Mf và N.M và N là những 
điểm piữa tương ứng của AZ và 2. Khung 
ABCDMN có khối lượng 0: 


® là một hình cầu đồng nhất, tâm @¿, khối lượng 


n" .. 
1, bán Kính r và moinen quán tính J=—øz” đối với 


trục A4 sắn với hình cầu: trục (A7) này quay quanh 
hài điểm A và Ø trên khunp. 

*® 4 là một hình trụ đồng nhất tâm Ós khối lượng ?, 
cùng bán kính z với hình cầu và có momen quán tính 


| 2 : 2 4 H22 
J Độ TAY! so với trục (C/)) gắn với hình trụ; trục 


(CD) này (song sonp với A4Ø) quay quanh € và 2 
nằm trên khung. 


Trục (G¡@›) đi qua quấn tâm Ở của hệ. 


Ta piả thiết trong toàn bộ bài toán này, các chỗ tiếp 
xúc ở A, Ö, C và Ð của các trụ quay đều là không có 
ta sát. Kí hiệu ø là môđun của 914 tỐc trọng trườnp. 
Hệ được đặt không có vận tốc ban đầu lên một mặt 
phẳng ngiênp một góc ø so với mặt nằm ngang và tạ 
chỉ xét đến các chuyển động tịnh tiến thẳng của vỏ 
khung song song với đường có độ nphiêng lớn nhất 
của mặt phẳng. 


a. Nhìn từ trên xuống 


Theo thì tuyển vào trường Mỏ và Câu cống, 


Ta kí hiệu / là hệ số ma sát trượt của hình cầu và hình 
trụ trên mặt phẳng; hệ số này có cùng giá trị đối với 
hình cầu và hình trụ: người ta bỏ qua ma sát lăn trên 
tnặt phẳng của hình cầu và hình trụ. 

1) a) Áp dụng các hệ thức cơ bản của động lực học 
cho vỏ khune, cho hình cầu và cho hình trụ. 

b) Tính các biểu thức của vận tốc trượt của hình trụ 
và hình cầu. 

c) Từ đó suy ra các biểu thức về gia tốc của quán tâm 
Ở của hệ theo các piá trị của ở. Tính các piá trị ơi và 
ơ› ứng với một biến thể của định luật pia tốc. 

Tính gia tốc œ của hệ đối với œ=45” và đối với 
œ =60°. 


Cho biết: 


ƒ=0,25: m = 5009;:r= 5 cm và ø=10 m.š ” 


2) Tính các thành phần Xị và X:s trên trục (2©) của 
các phản lực thực hiện lên vỏ khune tương ứng bởi 
hình cầu và bởi hình trụ, đối với tất cả các piá trị của 


_Œ(œ <90°). 


3) Tính theo các giá trị của ở công của các lực ma sát 
giữa thời điểm đầu và thời điểm ¡. 

Ta sẽ thực hiện phép tính này: 

a) Trực tiếp xuất phát từ định nphĩa công của một lực; 
b) Bằng cách áp dụne định lí về độnp năng. 

Áp dụng số đối với øz=30° và đối với œ =45° với 
t= ÌA, 


b, Nhìn từ một bên 


453 


BÀI GIẢI 

1) a) Ta có thể biểu diễn trên các sơ đồ dưới đây những lực tác dụng 
tương ứng lên vỏ khung, hình cầu và hình trụ. Ở các trụ quay, các tác 
động tiếp xúc của hình cầu lên khung được xác định bởi một lực T; 


và một momen |, o, đối với Ø; (ta không vẽ ở sơ đồ). 
Vì các liên kết đều không có ma sát, các thành phần của .⁄4 ọ, trên 


trục (Óz) là bằng không. Cũng theo cách đó, tiếp xúc hình trụ - khung 
được đặc trưng bởi E và ‹Ấ!2,0, (với ‹Ấf2, 0. ể,=0) 


Ta vận dụng định lí tổng hợp động lực trong hệ quy chiếu galilé (bằng 
cách chiếu lên trục (Øx) và (Øy)), sau đó vận dụng định lí momen 
động lượng trong hệ quy chiếu trọng tâm riêng cho mỗi hệ đã xét 
(chiếu lên trục (Ø2) : 

* đối với khung: 

nữ = mgsinœ + Xị+X;— () 


mã(G)= mỹ+ Ï| + F; vậy 0=—mgcosơ + Yị + Y; 


Ũ =[(GÓI ^ FI + .#fI,o,)+(GỠ ^ F2 +.⁄2,0, )}-Š; 
(vì khung không quay), từ đó Yị = Y2. 


Ta rút ra: Yị = Ÿ; = ngiind @; 


* đối với hình cầu: Nếu hình cầu trượt, nó trượt xuống. Vậy ta có thể 
đặt: : 

T,=-Tiẻ, với Tị>0 
mử = mgsinœ—Tị—XỊ\ @) 


nñ(O,)= nñ(G)= n§+Tị +N,~ ñ,, vậy 0=—mgosơ+N~Y, (4) 


Ss 9 uỷ 
lổ,= sm'Öi =-rT], (; 
e đối với hình trụ, giữ nguyên những quy ước trên: 


l l  `Ẻ.éẽ  “ s.. 
mä(O,)= mã(G)= ng+T›+N›— B, vậy b=_xgeeø+Ä,— ¿0 


Jỗ; =a m°ổ, =—p () 


b) Các tốc độ trượt là: 
* đối với hình cầu: ø„ =Ø(O))+ổjẽ, AO/J¡, vậy Ø„, =(4+ rổ), ; 
* đối với hình trụ: ø,„ =Ø(0,)+ổ;ẽ,^O;l;, vậy Ø,„ =(š+ r6), . 
c) Cộng các phương trình (1), (3) và (6) ta có: 

3 mử = 3mgsinœ —Tị —1T; — (9). 
Từ các phương trình (2), (4) và (7) ta suy ra: 


M=N =2 ng chsơ : 


® Giả sử là và Z lăn không trượt 
Khi đó ta có: rổi = rổy =—# 
Khử 7ị và T; ở các phương trình (5), (8) và (9) ta có: 
X=Äl #_ ráng : 
l3 
Kiểu chuyển động này là còn xảy ra khi Tị <f Nị và 7 </M; (nhớ 


rằng T¡, 7;, ẤM¡ và N; trong bài toán này là đương) : 


Tị <fN, dẫn đến gơ <<: 


Xin, 1Z 9 
T,</N; dẫn đến tgœ <óf 
Giá trị thứ hai nhỏ hơn giá trị thứ nhất, vậy ta phải giả thiết œ < ơi 
xác định bởi tgœ _ : 


Nếu ơ vượt quá giá trị ; , hình trụ sẽ trượt. 
s Giả sử trượt và “Z lăn không trượt: 
Khi đó ta có: rổ, =—X và T› =f Nụ. 

Khử 7¡ và 7; trong phương trình (9) ta có: 


Ÿet2 Si da c SE 
2h TP D. 


ØZ lăn không trượt khi mà ï{<fM, điều này dẫn đến 
l 
tgđ <tgŒ; sứ 
4 
Kiểu chuyển động này chỉ có thể xảy ra khi độ nghiêng của mặt 
phẳng là bao gồm giữa ơ¡ và ø;. 
* Đối với œ >ơ;, Z và 2ý trượt. 
Ta có Tị =fM\ị và Ty =f N›, từ đó ta rút ra: 
X=3 = gGinơ — fcosđ). 
Áp dụng số: œị = 44? ; œ; = 509. 
Khi œ =45° ,Z⁄ trượt, Z7 lăn không trượt: a= š¿ = 5,46 ms 2, 


Khi œ=60°, jý và Ztrượt: a=3¿ =7,41 ms ?, 


2) Các thành phần Xĩ\ và X; của các lực Ft và F được tính xuất 
phát từ Kim và (6): 


—5 mgf susư 


BEESE =Œ 2sinơ + I8f cosœ) ~z mgfesz 


3) Ta xác định công W; của các lực ma sát Tị và †; 
a) Bằng cách tính trực tiếp. 
Giữa hai thời điểm gần nhau, ta có: 
dW; =-(uy, +T,,, )Ät 
Kí hiệu Ủy, và Uy, là các số đo đại số của vận tốc trượt của ;Z và. 


trên mặt phẳng nghiêng. Do đó: 


ối ỚI < - = à = 
® đôi với œ<ơ:ø„ =0, và Wry =0; 
* đối với œ<Ø Sơ; : 
=0 =i+rỗy, T;=Sñ 
0; =Ũ, 0y, =X+ r6), án 1g COSƠ , 


3 2Í l5... 1U 
Wry =—— Ímg cosđf“| — gsinœ———fpcosơŒ |; 
Sub: LÍ lấ: 3 § 


* đối với œ<Ø: 


0, =Ä+rÔI, =T, “ng thsơ., 


hà Uy =#+rØ;, Tị 


s( 
` 


Wr =—-f mgcos2 2gảng —`/ gase , 


b) Dùng định lí động năng: 
x0) = ấx(O) = f trong lượng +, 


với: 
ÊK = ẾK(lưung) † ÝK(2) † ÝK() 
=1 m2 +| È mg? + rổ? |+| Ì m2 +2 2) 
2 2 2 2 2 
và trong lượng = 3/ng sinŒx, từ đó : 


Wr =2 mi? +2 mrđỆ +ạm'6ỷ —3mgsinœx 


Rõ ràng là ta tìm lại được các kết quả của câu hỏi 3) a) khi xét đến 
các trường hợp khác nhau. 

Áp dụng số: œ = 309 <œ; Wy =0J 

œ=46° làởgiữa ơi và œ; ; Mr =~0,1057. 

Công này rõ ràng là âm. Cơ năng (ấy + Ép, (ưọng lượng) ) của hệ giảm 


để tiêu tán dưới dạng nhiệt. 


Tòi toán 6 


*# Con chuột trong cái bánh xe 


Hệ quy chiếu trái đất được xem là galilé và gắn với một 
cơ sở trực chuẩn (Ở; x, y, z). Gia tốc trọng trường kí 
hiệu là ø = g£,. Một bánh xe tâm Ó, bán kính a, và 
khối lượng Ä⁄ phân bố một cách đồng nhất theo chu vi, 
có thể quay quanh trục (cố định) trùng với trục (z). 


Liên kết giữa bánh xe và trục xem như hoàn chỉnh, 
đặc biệt là không ma sát. SAOHIDR quán tính của bánh 
xe đối với trục quay là J = Ma? 


Ở thời điểm đầu (= 0), bánh xe xiên có vận (Ốc so 
với hệ quy chiếu trái đất và một con chuột , xem 
như một chất điểm có khối lượng m, nằm ở điểm Ö, 
điểm thấp nhất của bánh xe. 


Theo cách gần như tức thời, đạt được vận tốc øp so 
với bánh xe #? bánh xe hầu như không quay, nhưng ở 
thời điểm ¿ = 0” bánh xe có vận tốc góc là øg. 


ị 


BÀI GIẢI 

Ta luôn luôn xem như ở trong hệ quy chiếu galilé trái đất. 

Ta xét ở một thời điểm bất kì, các thành phần trên (Oz) của các 
momen động lượng ở O: 

+ của bánh xe: 2= Mz”Ô; 

s của con chuột: (Ø9 A m0(S).ếy = Máở , Vì: 


0§= ae, và ”{S, chuột )= ađ ca 


Theo thi tuyến vào Mó — Câu cống. 
1) Vận dụng định lí momen động lượng đối với hệ 
bao gôm bánh xe và con chuột, hãy biểu diễn øạ phụ 
thuộc zm, M, a và œạ. 
Ở một thời điểm ¿ về sau, bánh xe quay được một góc 
Ø và con chuột 4 là ở S, đặc trưng bởi ø = (OB, Ó9%). 
Con chuột vẫn có vận tốc tương đối đối với bánh xe 
với môđun không đổi làøạ. Thừa nhận là tác động 
tiếp xúc của bánh xe lên con chuột quy về một lực ®& 
tác dụng lên điểm có con chuột. 
2) Viết theo hai cách khác nhau vận tốc của con 
chuột trong hệ quy chiếu galilé (Ó; >x, y, z), tìm hệ 
thức giữa Ổ và ở. 
3) Suy ra hệ thức liên hệ của đại lượng ø, ở, M, m, ø 
và z ở thời điểm ¿. Để làm việc này, ta áp dụng cho 
hệ bánh xe - con chuột, trong hệ quy chiếu trái đất, 
định lí momen động lượng đối với Ó, ở thời điểm ¿. 
Lấy tích phân hệ thức tìm được trong khoảng từ 
+ = 0” đến ¿ nào đó, làm chính xác biểu thức của ở ở 
thời điểm ban đầu. 
4) Giả thiết rằng ; >0”. Áp đụng định lí động năng 
cho tập hợp bánh xe - con chuột ta được gì? Vận 
dụng định lí tổng hợp động lượng cho riêng một mình 
con chuột, hãy tìm lại hệ thức giữa ø, ở, M, m, g và 
a của câu hỏi 3). 
5) Bất đẳng thức nào mà môđun øp phải thỏa mãn để 
con chuột có thể đạt đến điểm cao nhất của bánh xe? 


Vận dụng cho toàn bộ { + .Z} định lí về momen động lượng ở khi 
chiếu lên trục (02). 
Ngoại lực duy nhất mà thành phần của momen lên trục (Ø2) khác 
không là trọng lượng của con chuột, ta có: 
Mi? + ma ở = —mgasinœ (1) 
1) Lấy tích phân hệ thức (1) giữa thời điểm + =0” (bánh xe và con chuột 
đứng yên) và thời điểm : =0” (bánh xe quay với vận tốc œạ và con 
chuột đạt vận tốc (øy + aøg) = ađạ,_ trong hệ quy chiếu trái đất): 
2 t=0” . 
(Má @g + má(0ạ + a@g))—=— lẾP mgasinơ dt =0 


n.Ấ 


Về thứ hai thực tế là bằng không, vì trong thời gian "rất ngắn" này cả 
bánh xe, cả con chuột không có dịch chuyển nào. 


Ta suy ra: 


"Óy 


2) Ta đã dùng cách hợp thành vận tốc ở câu hỏi 1), ở thời điểm đầu. 


ÔỞ một thời điểm nào đó, ta có một hệ thức tương tự: 


Aở =uụ +4, 
từ đó, lấy đạo hàm: ở =ổ.. 


3) Thay thế Ở và ở trong hệ thức (1) ta có: 


ở=~— vẽ Ẩÿnơ 0). 
M+ma 


Nhân từng về với ở, rồi lấy tích phân giữa thời điểm =0” và thời 
điểm ¿bất kì, ta có: 


".... nh. h 
no ở:(@0)) FYODEEE Quà )  @) 
1 M 


với đ(0 == +0)y = . 
a M+m 


4) Đặt R=—Nẽ,+Tế, (N>0) 


Động năng của toàn bộ { + Z) là 


2 
œ TL. 2Ì, 2Í, ?ọ 1_ 2.2 
ấy =—J8“ +— m(a#)ˆ =— Ma“| đ——" | +~ma“ở 
... DÌM ND) 2 j0 5 


Áp dụng cho toàn bộ { “+ ⁄Z) định lí về công suất động năng: 
dấy 


vn =đ?\ +4) = mg.0 (5, chuột) + R.ỡ (, chuột) - 
+ (—R). (S, bánh xe). 
Biết rằng ø (S, chuột) = ađể„ và 2 (S, bánh xe) = aÖe„ , {8 SUY Ta : 
2l „ #9 |. px h : , . 
Ma (2-2gtm đở =— mgasindở + Tuy (4) 
a Ẹ 


Định lí tổng hợp động lực áp dụng cho con chuột, chiếu lên ể, và 
6„ cho ta: 


—maở? .==N+mgcosơ (5) 


maở =T— mgsinœ ˆ (6). 


và khử T giữa (4) và (6) ta có lại được hệ thức @) 

5) Hệ thức (3) cho ta thấy Tầng khi Ø tăng, ở? giảm: điều kiện giới 
hạn để con chuột đạt điểm cao nhất của bánh xe là: đ=0 với 
œ =7r, từ đó: 


+ 
vậy Đạp > ạ lim = 2 |”. 
M 


Tèòi toán Z 


*% ân bằng của chú hề trên quả bóng 


Một quả bóng hình cầu bán kính ®, cứng, khối lượng 
m phân bố đều trên bể mặt có momen quán tính 
J =Š mi? đối với đường kính, lăn không trượt trên 
mặt đất nằm ngang sao cho tâm của nó giữ nguyên 
trong mặt (Óxzz) của một hệ quy chiếu galilé Z? mà 
(Óz) kí hiệu đường thẳng đứng hướng lên trên. 

Cường độ trọng trường là ø. Hệ số ma sát trượt trên 
mặt đất (Óx) là không đổi và bằng ƒ 


L4 H 


0 ỉ * 
Ở thời điểm đầu z = 0, tâm C của quả bóng đứng yên 
có các tọa độ là x = y = Ö và z = Ẩ. 

Một chú hề có hai bàn chân để ở điểm A của quả bóng 
nằm trong mặt phẳng (Øxz) sao cho đường thẳng CA tạo 
nên một góc ø với đường thẳng đứng. Chú hề đi hay chạy 
theo những bước nhỏ trên quả bóng theo hướng lên điểm 
cao nhất: ở mọi thời điểm đường thẳng tức thời CA tạo 
nên một góc œ không đổi so với đường thẳng đứng. 

Chú hề được xem như vật rắn khối lượng M có khối 
tâm H: AH luôn luôn thẳng đứng; AH = h = 2R. 
Người ta bỏ qua quán tính của các phần tử linh động của 
chú hề khi đi hay khi chạy bước nhỏ sao cho chuyển 
động của chú lùn trong :Z là chuyển động tịnh tiến. 


BÀI GIẢI 
1) a) Các vectơ OA và AH không thay đổi trong quá trình chuyển 
động, ta suy ra: 
0(H)=0(C)=uể, và 4(M)= ä(C) = để, . 
Khối tâm G được xác định bởi: 
(m+ M)OG = mOC+ MOH . 
Vậy lấy đạo hàm ta có: 
0(GŒ)=uẽ, và ä(G)= a€, 


Theo thi tuyển vào Mỏ — Cầu cống 
Kí hiệu 2 và đ tương ứng là vận tốc và gia tốc của Œ 
trong Z?. Sự quay của quả bóng trong Z được tính là 
đương theo (Óy) và được xác định bởi góc ø. 
1) Chuyển động học và động học 
a) Cho biết vận tốc 2(H) và gia tốc 4(H) của H 
trong Z?. Từ đó suy ra vận tốc Z(G) và gia tốc 4(G) 
của khối tam ØG của hệ {chú hể + quả bóng} trong 
chuyển động của khối tâm so với Z?. 
b) Tìm hệ thức nói lên sự lăn không trượt của quả 
bóng ở điểm tiếp xúc 7 với mặt đất. 
c) Tìm vận tốc của chú hề so với bể mặt của quả 
bóng mà chú hẻ tiếp xúc. 
d) Xác định trong Z momen động lực D „ đối với Ï 
của tập hợp {chú hẻ + quả bóng} theo hàm của #, z„ 
m. M và œ. 
2) Động lực học 
a) Tính gia tốc a của điểm € phụ thuộc vào zm, M, g 
và ø. Tính trị số a khi Ä = 60 kg; m = 6 kg; R =0,5 m; 
a=5;g=09,8 m.s 7. 
b) Tính các thành phân tiếp tuyến T7 và pháp tuyến 
N của phản lực của mặt đất lên quả bóng và chứng 
minh rằng nếu ƒ = 0,2 không thể có trượt lúc xuất 
phát cũng như ở một thời điểm sau đó. 
c) Chú hề không thể chạy với bước nhỏ với tốc độ 
trên 2 m.s Ì so với bề mặt quả bóng không. Sau một 
thời gian tạ nào thì đạt được vận tốc đó? 
Hỏi khoảng cách L mà quả bóng đã lăn được? Áp 
dụng tính số. Điều gì xảy ra tiếp theo? 
d) Công suất cực đại hữu ích Z, mà chú hẻ cung cấp 
là bao nhiêu, nghĩa là công suất cung cấp để tăng 
động năng của hệ {chú hề + quả bóng} trong Z?? 
Tính áp dụng số. 


b) Vì quả bóng lăn không trượt, ta có: 
ñ=ø(I)=ð(C)+ @ẽ„ ACT, từ đó u= Rộ 
e) Tính hiệu giữa các vận tốc Ø (A, chú hề) của chú hề ở A và ở (4, 
quả bóng) của điểm A của quả bóng; biết rằng 
Ö (A, chú hề) = øể, ; 


ở (A, quả bóng) = Ø(C)+ @š„ A CÁ 


“t@ *o 
$e 


—ÐC0§ữđ 
Ta có: 7 (4, chú hề) - ø (A, quả bóng) |0 

Uusinø 
Ta có thể nhận xét rằng giá trị vận tốc tương đối của chú hề so với 
quả bóng là bằng ø. 
đ) Momen động lực của toàn hệ có thể tính như sau: 
* tính trực tiếp, vận đụng định lí KŒMIG cho chú hề và quả bóng: 
lũ CÔ: 


=— —* =.e: 
DỊ ga kè = Dụ, sa tà + HỨA Ma“)D 
với Đụ, q này =0 vì chú hệ chuyên động tịnh tiên. 


=JØ#y +lC A mã(C). từđó 


1 quả bóng 


DỊ = DỊ gụ tà = DỊ, qà tạng =J06y +(MIH + mĨC)A 4y, 


vậy Dị =[Uø+(M+cosz)+ m) Ra]ê, . 
` .ý CS 2, sử 
Biêt rắng ø= Rợ và dài : 


DĐ, =lmo+ as2)M |iuễ, : 
® xuất phát từ momen động lượng đối với ï của toàn hệ. Các momen 
động lượng khác nhau là: 
T¡, aú tề = HÍ AMö(H) 
Ti, bóng = JØ£„ +l1CAmø(€) 


và của toàn bộ : 


TỚNG ¬ 3 _ 
LỊ = LỊ qu tà + lậm+G+aealM toi, 


1. quả bóng — 


Lấy đạo hàm, nhớ rằng phép lấy đạo hàm thực hiện đối với điểm tiếp 
xúc hình học /là điểm chuyển động, ta có: 
=_ đE “ng: 
Dị= Ta. TM +im)8()A 0(G) 
t 


Nhưng khối tâm Ø và điểm tiếp xúc hình học 7 có cùng vận tốc ø#, ; 


vậy ta cố : 


ta tìm li được kết quả như trước đây. 
2) a) Các tác động ngoại duy nhất tác dụng lên toàn hệ {chú hề + quả 
bóng} là phản lực tiếp xúc của đất lên quả bóng (mà momen đối với ï 
là không) và các trọng lượng: định lí momen động lực áp dụng đối 
với ƒcho toàn hệ, chiếu lên (2y) cho ta: 

Dị =lCAmg+]HA Mỹ = HA M§ ï 
Từ đó rút ra: 

kề Mepsinø 

Ề m(3+ cosơz)M 


Áp dụng số: a=,2 mạ ?. 


b) Dịnh lí tổng hợp động lực áp dụng cho toàn hệ {chú hề + quả 
bóng} chiêu lên (Ø*) và (Óz) cho ta: 

T=(m+ M)a 

N=(m+M)g_` 
Quả bóng lăn không trượt trên mặt đất nếu I7! <fI NI ở đây điều 
này dẫn đến a< fg. Với các giá trị bằng số đã cho, điều này luôn 
luôn được nphiệm đúng. 
e) Gia tốc alà không đổi, ta suy ra ø= áf. 
Nhưng v cũng là môđun của vận tốc chú hề so với quả bóng: vận tốc 


2 m.s Ì đạt được sau một thời gian là: 


lạ= =9 Tlt. 


Trong thời gian đó, quả bóng đã đi được đoạn đường: 


| 
L=—ali =09,75 m 
2 


Khi chú hề đạt được vận tốc cực đại, vận tốc quả bóng tiếp tục tăng 
và chú hề không thể điều chỉnh vận tốc so với quả bóng; góc ø đặc. 
trưng cho vị trí của chú hè tăng lên và chú hề sẽ kết thúc bằng cách 
tời xuống. Muốn tránh điều "bất tiện này, chú hề phải leo lên đỉnh 
của quả cầu œ =0 trước khi quả cầu địch chuyển quá nhanh. 


;Av 


d) Động năng của hệ (chú hề + quả bóng} bằng: 
Ì cểo ái ớt 
8v =~Mu° + —muˆ+—l@? Ki M+—m |0“. 
2 2 2 2 3 
cư :  :—š- 


chú hè quà bóng 


Vận dụng định lí động năng cho toàn hệ {chú hề + quả bóng} biết 
rằng không có lực ngoài nào làm việc (không phải trọng lượng, không 
phải lực tiếp xúc mặt đất - quả bóng vì là lăn không trượU. Nếu bỏ 
qua tắt cả tiêu tắn năng lượng bên trong, ta có: 


d' 
4 “an M+ễn]a 
d 3 


Áp dụng số: Giá trị cực đại của Ø? có được khi ø= 2m , từ đó: 


: 


max 


=28/7W. 


Tài toán 


*#% ân bằng của người làm xiếc trên dây 


Trong hệ quy chiếu trái đất (Ó; x, y, z) giả thiết là galilé, 
người ta nghiên cứu chuyển động của người làm xiếc 
'trên dây ¡, người đó cố giữ thăng bằng trên một dây 
trùng với trục (Øy) nhờ dùng "gậy thăng bằng" .⁄2. 

Ta gọi "làm ổn định" là làm một chuỗi thao tác nhờ đó 
người làm xiếc giữ được một góc ø nhỏ so với đường 
thẳng đứng (Óz) hướng lên trên. 


Người ta sơ đồ hóa người làm xiếc trên dây ‹⁄¡ bằng 
một thanh ÓØF đồng nhất, chiêu dài 2b, tâm Œ, khối 
lượng # di động không ma sát quanh trục (Óy). 


4 
Ta kí hiệu / =— MĐ” là momen quán tính của S¡ đối 


với trục (Ớy). 

Người làm xiếc cầm gậy thăng bằng ⁄⁄2 tại một điểm 
P (OP = c với c < 2b). Ta xem 2 là một thanh AB 
đồng nhất, tâm P, khối lượng m, chiều dài 2đ và 


| : : 
momen quán tính ƒ= a má) so với (rục (Py) đi qua P 


và đồng tuyến với (Óy). 
Z là linh động không ma sát quanh trục (Py) và 
người ta thừa nhận là các tác động tiếp xúc của Z1 
lên ‹⁄2 được quy về một lực ® tác dụng lên P. Ngoài 
ra 4 có thể thực hiện lên 2 một ngẫu lực phụ 
thuộc thời gian, có momen: 
N=N0)š, 

Các vị trí 1 và + được xác định bởi: 

œ=(Oz, OF), ÿ=(PX, PA), 
trục (PX) vuông góc với ÓP. 
1) Hệ ở vị trí ban đầu sao cho œ=øo (góc nhỏ) và 
8=0, giải thích ngắn gọn một cách định tính, theo 
anh thì làm thế nào người làm xiếc "lập lại cân bằng". 


Theo đà thị tuyển đặc biệt 


2) Hệ đang có một chuyển động nào đấy, tính theo 
hàm của đ và /j các momen động lượng trong . của 
Z4 đối với Ó, của ⁄⁄; đối với P, của 2 đối với Ó, 
của toàn hệ (#'= Z4 +4) đối với Ó. 
3) Người ta giả thiết là trong một khoảng thời gian íọ 
nào đó, .Z¡ thực hiện lên .2 ngẫu lực N để làm biến 
đổi giá trị của Ø. 
a) Hãy biểu diễn biến thiên của momen động lượng 
của .Z trong khoảng thời gian ;ạ dưới dạng một tích 
phân định hạn chứa một hàm của ø(?); không cần 
phải! tính tích phân này. 
b) Chứng minh rằng nếu ¡ạ là rất nhỏ, momen động 
lượng của .⁄Z có thể xem như không đổi, trong quá 
trình thao tác. Chứng tỏ rằng lúc đó W() phải chọn là 
rất lớn nếu ta muốn /đ cũng có thể biến đổi. 
©) Ta giả thiết là khi z = 0, ta có z=øg.Ø8=0Ú và 
đ=8=0. 
Viết hệ thức giữa các biến thiên Aø và AØcủa ø và Ø 
trong khoảng thời gian ¡íq rất nhỏ. Các giá trị 
AØi và AØ nào cho phép người làm xiếc quay trở 
lại vị trí cân bằng œ =0? 
đ) Ta so sánh việc dùng các thanh có chiều dài khác 
nhau nhưng có khối lượng như nhau. 
Thanh như thế nào cho phép quay lại vị trí cân bằng 
một cách dễ nhất? 
e) Cho biết c = 1,5; øo =2” và m = 5 kg. 
Vì những lí do thực tiễn rõ rệt, người làm xiếc chỉ có 
thể thực hiện những giá trị AØ dưới một giới hạn 
AØ nào đó. Ta lấy A/Øạ =20°. Chiều dài cực tiểu 
2đ của thanh là bao nhiêu mà dưới chiều dài đó, 
không thể quay vẻ vị trí cân bằng? 
4) Bây giờ ta nghiên cứu một tình huống mà sự thiết 
lập lại cân bằng xẩy ra trong một thời gian khác 
không. Đối với việc đó, người ta thừa nhận là người 
làm xiếc phải thực hiện lên gậy thăng bằng một ngẫu 
lực tỉ lệ với khoảng cách của chính nó so với đường 
thẳng đứng. Người ta đặt: 

NŒ) = Ä(M + m)gh ø(t) 
Ở đây h là khoảng cách đến Ó của khối tâm của .Z và 
Â là một hằng số không thứ nguyên. › 
Đầu tiên cứ giả thiết rằng ø vẫn còn là nhỏ; tiếp đó 
tìm một hàm ø) có giới hạn sao cho đó là nghiệm 
của các phương trình vị phân, bây giờ hãy chính xác 


Sa 4 
% 


hóa giả thiết "là nhỏ"; nếu trong một số điều kiện 
nhất định, ø() là không giới hạn, thì đó là không thể 
có được sự ổn định. 

a) Viết cho + định lí về momen động lực đối với Ó. 

b) Viết cho 4⁄2 định lí về momen động lực đối với Ó. 

c) Viết cho 22 định lí tổng hợp động lực và từ đó suy 
ra biểu thức của # phụ thuộc vào ø và các đạo hàm 
của nó. 

5) a) Lập hệ các phương trình vi phân mà øz và Øphải 
nqphiệm đúng. 

b) Những điều kiện nào mà 2. phải nghiệm đúng để sự 
cân bằng là có thể có được? 

Đối với r = Ú, ta có œ=øứa,/đ=0 và đ= =0. Trong 
điều kiện ổn định, xác định các hàm z) và Ø1). 


BÀI GIẢI 

1) Để thiết lập cân bằng, người làm xiếc phải thực hiện một ngẫu lực 
Nự) lên gậy-(hãng bằng, lúc đó gậy sẽ thực hiện lên người làm xiẾc mội 
nyầu lực —N() cóxu hướng làm cho người làm xiếc đứng thẳng. 

2) Ta lần lượi có: 

* đối với .Z1: La())=Jđẽ, : 

* đối với  : Lp(Z;)= lở + Ö), : 


Lu(2)= ÓOPA mứ{P)+ Lp(2) = ((mcˆ +d + 1Ø), : 
* dối với toàn hệ/Z: To¿2)=1ov2j)+Lo8)=((nỀ +1+k+1)e. 


3) a) Vận dụng định lí momen động lượng cho toàn hệ ⁄Z đối với O, 
chiếu lên (Oy) (nhớ rằng M0 là một momen nội cửa hệ): 
da 


h =(Mgbsindơ + mecsinơ) 
ú( 


Lấy tích phân trong thời gian tạ, ta được: 


t 
Ala(7)=(Mb+ mc) vị . sinadí 


b) Nếu /¿_ là rất nhỏ, về thứ hai của phương trình trên là bỏ qua được 
và L¿(⁄Z) có thể xem như không đổi trong thời gian íạ . 
Cũng theo cách đó, vận dụng định lí về momen động lượng cho 2 
đối với ? trong hệ quy chiếu trọng tâm, tạ có: 
: t 
1A#+Aj)= W: Nư)ài 

L¿¿(Z) là không đổi, ta được: 

: : 

(mcˆ + +J)Aở +IA8 =0 


từ đó (A#+.AØ) không thể bằng không và như vậy về thứ hai của 
phương trình trên không phải là bỏ qua được, ngay khi íạ là rất nhỏ; 
điều này dẫn tới A( là rất lớn. 


†1- CHVR 


Chứng tỏ rằng chúng là các hàm sin và tính vận tốc 
sóc, biên độ và pha tương đối của chúng. 

c) Tính chu kì chung của ø() và 0) khi 4 =2. 

6) a) Vì những lí do thực tế, biên độ /y của hàm đØŒ) 
là bị piới hạn. Người ta đặt Ø < Øơa, ở đây p là một 
hằng số. Viết bất đẳng thức mà 7 và 2 phải thỏa mãn để 
cho trong những điều kiện đó có thể ổn định. ø phải 
nghiệm đúng những điều kiện cần thiết nào? 


b) Biểu diễn bằng đô thị những điều kiện mà 7 và 2 phải 
đồng thời thỏa mãn để có thể thực hiện được ổn định. 


©) Xác định chiều đài cực tiểu 2đ, của thanh cho 


phép ổn định với p = !0 và 4 =2. 


c) Tính đến các điều kiện đần, ta có thể viết giữa hai thời điểm 0 và fy : 
: : 
(mcˆ+l+J)#+1/ =0, 


từ đó lấy tích phân giữa 0 và í„ : 7A/ =(mế” +1 +-.1)ø,. 


d) Vì 7 -— , một thanh đài hơn cho phép người làm xiếc quay lại 
vị trí cân bằng dễ hơn ( A/đ lúc dó nhỏ hơn). 
e) Áp đụng số: đối với Ai = An, tì có 2đ„> =3,7m, 
4) Lần lượt ta có được (ø nhỏ, ta giả thiết sinœ~@ và cosœl): 
a) chiếu lên (Óy): 

Jữ ==N()—(0PA R). ế,+M gbữ: 
b) chiếu lên (0y): 

I(Z+ Ø) = Nứ)= À(M + mẹ hữ; 

e) chiếu lên các trục (0#), (Óy) và (02): 


mcở = mgơ + Ñ¿, từ đố ÑR = mcỡ ~ meứ 
0=, 


-3 N g2 
|-mcđˆ =—mg + Ñ„, từ đồ Ñ„ = mụ, 


5) a) Tổ hợp các phường trình có được ở 4) a) và ở 4) c), la suy ra: 


(+ me” \ở = —=4(M + m) ghứ + muca + ÀIehứ 


và dùng định nghĩa về khối tâm của Z, (M + m)h = Mb+ mc : 
(J+ mc? )ở =~(2^— D(M + m)phœ 
Với phương trình có được ở 4) b) vậy là ta được một hệ hai phương 
trình vi phân của ø và /. 
b) Sự ổn định rõ ràng là có thể được chỉ khi 4 >I; ơ và Ølúc đó là 
những hàm sin có tộc độ tóc œøxác định bởi: 
7= (2-D(M ` HP 
J⁄+mcˆ 
Với các điều kiện đầu đặt ra ở đề bài, œ và được viết thành: 
J+me” Â 
l1 A-I 


: 4 27r 
và chu ki ?=—— 
@ 


Œ =ớ C0§@ và 2=s|t Jirses 
c) Áp dụng số: T= 2 s. 
6) a) Điều kiện /ạ < pø, dẫn đến: 

J+me” Â 


——SPỹ. 
ï— Ẩn là 


l+ 


J+mcT Â 
p-l 


từđó Ƒ> 
4~—l1 


Điền kiện 4 >l dân đến p> l. 
b) Ta biểu diễn ở hình sau đây đồ thị của hàm: 
_J +” Â 


f2) =——= 
pTÌl 


2l 


Biết rằng À. > 1 , các giá trị cho phép của I và 2. bảo đảm cho người 


làm xiệc năm ở vùng tô đậm của hình vẽ. 


c) Áp dụng số: 2d'„ = 5,23 m. 


Tòi toán @ 


ww% Ï ao động của cái ròng rọc 


Trong một hệ quy chiếu Galilé (Ó; x, y, z), người ta 
xét đến một máy piả ATWOOD bao gồm: 

* một cái ròng rọc 2 mà ta xem như một đĩa đồng 
nhất bán kính ®, khối lượng Äƒ và momen quán tính 


J.= 2M? đối với trục của nó; 


* một khối mạ móc ở đầu mút ñ, của một dây mêm, 
không dãn, vòng qua và đính vào một cái ròng rọc; 

*® một gia trọng 7n và người ta giả thiết là như một 
điểm, hàn vào một điểm P cách trục ròng rọc một 
khoảng cách r. 


wNớ. 


Ròng rọc chỉ quay quanh trục (Óz) nằm ngang. Người 
ta giả thiết rằng tất cả chuyển động quay được thực 
hiện không có ma sát và sợi dây có khối lượng không 
đáng kể. Người ta kí hiệu .Z là hệ hoàn chỉnh như 
vậy, pồm có các khối lượng mm và mị và ròng rọc ØZ. 
1) Người ta tìm cách thực hiện cân bằng cho ⁄Z bằng 
cách chọn khối lượng treo thích hợp mị. Người ta 
xác định vị trí cân bằng này bằng góc ø = (2y, ÓP) : 
Chứng tỏ rằng luôn luôn có một vị trí cân bằng bền 
nếu tăng mm từ giá trị không đến một giá trị mà ta sẽ 
phải xác định. 

2) Xuất phát từ một trone những vị trí cân bằng có được 
bằng cách chọn zm thích hợp người ta quay ròng rọc Z 
một góc Øsao cho có được Ø+ ø= (ấy, OP) : 


a) Áp dụng định lí momen động lượng cho .Z đối với 
'Ó. Suy ra phương trình vì phân của ) chỉ phối 
chuyển động của ⁄Z. 


Theo thi tuyến vào ESEM — RLEANS 
b) Chỉ chú ý đến những chuyển động quay với biên 
độ rất nhỏ quanh vị trí cân bằng sao cho luôn luôn có 

<—, 
ở Pha 
Viết biểu thức của đ) với các điều kiện đầu 
Ø(0)=; và 6(0)=0. 
Biểu diễn tốc độ góc œ và chu kì 7 của những dao 
động nhỏ theo hàm của ø, J, mm, r, ø và R. 
c) Tính 7 với § = 0,5 m, r = 0,25 m, Äƒ = ÏÌ kỹ, 
4m, =m = 0,05kp và g=9,8] m2. 
3) Ở một thời điểm ¡, trạng thái năng lượng của hệ 
được xác định bởi một hàm của các biến Ø và Ø. 
a) Viết thế năng trọng trường ấp(Ø) của ‹Z. Lấy thế 
năng của hệ khi cân bằng bền làm gốc thế năng. 
b) Viết thành hàm của ) và Ø@) biểu thức của cơ 
năng +; của hệ .Z biết rằng các điều kiện đầu như là 
ở câu hỏi 2) b). 
c) Vẽ đường cong biểu diễn #p(Ø) với Ø biến thiên ' 
tronp khoảng [-26Ø; 2Ø]. 
Hệ .Z được thả ra không có tốc độ đầu (Ø(0)= 0) từ 
vị trí ban đầu Ø(0)= đụ bao gồm giữa -2Z và +2z. 
Hãy chính xác hóa trong khoảng này các tập con của 
các giá trị Øẹ làm cho . dao động. 
4) a) Chứng tỏ rằng, đối với các phép quay của Z với 
biểu độ nhỏ quanh vị trí cân bằng bền lấy làm gốc 
của đ, thế năng có thể viết là: - 
ổp(6) = Ấp (Ø)+ eG(®), 
g? g3 

với sp, (Ø)= An + Đn và eG(Ø) kí hiệu một 
lượng vô cùng nhỏ bậc cao hơn 6. 
Nhờ những số liệu cho biết ở 2) c), tính A và 8. 
Giả thiết ta nghiên cứu chuyển động của .Z gần vị trí 
cân bằng bên, trong những điều kiện sao cho những 
hệ thức có độ lớn vào cỡ giữa ếp (Ø) và những số 
hạng khác của p(Ø) cho phép chỉ giữ lại ép, (6), 
điều này dẫn đến Øẹ <1. 


b) Viết phương trình chuyển động ØŒ) của .Z. 


c) Người ta tìm nghiệm dưới dạng: 
Ø=Øs(cosøfr+#ƒ/()) (1) : 

ở đây øø là tốc độ góc xác định ở 2) b) và ø là một 

hằng số sao cho ø < 1; f7) là một hàm chưa biết của 

thời gian. 


BÀI GIẢI 
1) Khi cân bằng, thành phần -4 ƒ „„„ trên trục (0z) của momen các 
lực ngoại tác dụng lên hệ ⁄ là bảng không: 

ZÍỆ „ =(CPA mỹ +CÏ A mị8). 6y =0, 
vậy —ngrsin@+ mị „®=0. 
Ta nhận xét rằng phương trình trên cho ta sin ø > 0 và vị trí cân bằng 
chỉ tồn tại nếu sin ø< !, điều này dẫn đến: 


T 
¡1m S—=m 


Nếu ta làm quay ròng rọc một góc Ø nhỏ đương, từ vị trí cân bằng ø, 
ta nhận thây ráng momen: 


«4 x(( + 0) = — mẹ sìn(@ + Ø)+ mịeÑ ~ ~Ø mẹT cos @ 
-‹ ST Suyà i6 VÀ 
* là âm nêu GP, §0HIENE NHƯ 


` £ MỂ C ÊY cày E _ š 
* là dương nều ø> ¬ : cân bằng không bên. 


Từ nay về sau ta kí hiệu ø là vị tí cân bằng bền. 
2) a) Thành phần trên (2) của momen động lượng của hệ .Z là (nhớ 
rằng là một hằng số): 
Lý =J0+(OPA mö(P)+ OP A mö(B).ẽ,) 
vậy Ủ¿ =(+ mr"” + mị? Ó. 


Định lí momen động lượng cho ta: 


(J + nr” 3 mịR? Ð= “#%, sụ = — mẹt sin(@ + Ø)+ m;aR 


b) Ta đã thấy là œ s tương ứng vị trí cân bằng bền; nếu Ð là nhỏ, 


phương trình trên trở thành: 
(J + mrˆ + mịR?)Ö = ~Ømpr còšø 
nó đưa đến chuyển động hình sin: 
Ø =0) coszøt (tính đến các điều kiện ban đầu) 


đu đớn TA v2 THẸT CO8 \ . 
với tôc độ góc œ@= ch Gc ~ và chu kì 7= 


J+ mr” + mịt” 


e|§ 


c) Áp dụng số: @=30° và T= 6,99 s, 
3) a) Thế năng của hệ là: 
ổp= —mi.OP — mị¿.OPI +de 


Vậy ổ, =— mef C0S(Ø +)— 11g yp, + CC, 


Sau khi thay (1) trong phương trình chuyển động, chứng 
tỏ rằng có một nghiệm của /(/) sàn đúng có dạng: 

ƒŒ)= cos2@I + & 
Viết tường minh các hằng số ø và & theo hàm của ø 
và đụ. l 
đ) Tính giá trị trunsg bình theo thời gian của Ø kí hiệu 
là <@. Giải thích kết quả này. 


Khi cân băng: 


Ú=~ mgT C05 — HỊ # Yon 
VÌ yp = yọn = R0, tà suy ra: 
#p = mpr(c0s@ ~ eos(0 + ø))— mịuÑØ 


b) Động năng của hệ là: 


: [„;+ l1 2 l 2 
#k=—=J0ˆ3 ˆ(P)+1 "(B). 
y P 2 TU (P) D tế, (ñ). 


vậy ốx =—(J+ mứt” + mịR?)0" 


b2 | — 


Vì không cố ma sát, cơ năng của hệ được bảo toàn trong quá trình 
chuyển động, từ đó: 
đây = + p(Ø)= qe = fp (0) 


= I9r(C08 @ — C0x(0, + Ø))— ma; 
c) Dáng diệu của hàm f(Ø)} được biểu điền ở sơ đồ dưới đây: 
Ta có thể để ý răng Ø=0 tương ứng với cực tiểu của #?(2) và như 


vậy là ở vị trí cân bằng bền của hệ. 


Các giá trị Ø;, và Ø;, tương ứng với các cực đại của 4(Ø) và như 


vậy là tương ứng với các vị trí cân báng không bên của hệ. 


Nếu 6y là gồm giữa các giá trị 6,, và Ø,,. hệ dao động giữa đ và 
9; (trone "chậu" thê năng), vì ấp(Ø)<p(@;)= ố;(Ø') cho phép 
ếV >0. 


> : dổi : So cờ 
Áp đụng số: 6y, có được khi nh TU „ điều này dân đến 


sin(9), +ø)=sinø . Biếtrằng ø= 30”, ta có 6y, =120°. 
Tính toán bằng số cho ta 6), =—L2 rad, vậy vào cỡ ~69°. 
4) a) Khai triển 

tấp(0) = mer(C0s @— c0sØcosø +sin Øsin ø — Øsin Ø) 
giới hạn dến bậc ba, ta được: 


2 


9 
ếp(Ø)= mẹr 
ốp(0)= mẹ | 2 


ø 
COS@ P sinø |+eỚ(0) 
Ta tìm được: 
Ẫ | 
A= mẹrcos@= 0,106 và Đ= S mer sinø@ = -0,031. 


b) Lấy đạo hàm hệ thức „ + ếp (0) =2, (6), tá có: 


(1+ mr? + mịR” )ð =—A0— B0° 


c) Thay thế Øbằng Ø =Ø; cosøf +Ø;œf() ; sau khi ước lược (nhớ 
rằng (J+ mrˆ + m.Ñ”)ø” = A và ư <1, <1): 

+ mĩ? + m RẺ )œŸ =—Aœf — B0) co$Ẽ cốt. 
Thay fbằng £ = cos2ø + & tạ có: 


Bz — ñ By §® 2@t = Axk+ 3 BÓy, 


Thôn 


2øA 


lv c2 ĐÓ, | \ 
từ đó ta có: œ=———=—-—đạtyø và k= 
64 2 ng 


đ) Hàm Ø =0 cošøf + #6; c0s2øf +øzØ;k- là tuần hoàn với chủ 
kì 7ï giá trị trung bình của nó rõ ràng là bằng: 
li 
<0>=ø0);k = ¡0P 


Giá trị trung bình Ølà khác không vì các dao động của hệ không phải 
là đối xứng quanh giá trị cân bằng Ø= 0 (đường cong #? là hàm của 


Økhông phải là đối xứng với Ø= 0). 
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Đài toán 1O 


*w Í )ịch chuyển của cái đồ chơi trên mặt đất 


Z(O ;x, y, z) là một hệ quy chiếu Galilé. Một cái đồ 
chơi có đạng xe ôtô nhỏ gồm "vỏ xe" khối lượng 7m, 
quán tâm Ở, pắn chặt với hai trục A1Z4 và 4sÐ; có 
phương ¿;. 

Trên mỗi trục của hai trục đó có pắn hai bánh xe bán 
kính r có thể quay không ma sát quanh trục tương 
ứng của nó. 

Các bánh xe tiếp xúc với mặt đất tương ứng ở 1¡ và 
Jị đối với cầu trước và !¿ và J;¿ đối với cầu sau. 
Ngoài ra trục sau 4sÖ; liên kết với một bánh xe răng 
Ð gồm có 2n răng được kéo bởi cái nhông P gồm có 
răng, nhông này liên kết với trục (AĐ) của một cái 
đĩa đồng nhất khối lượng X, bánh kính #, quán tâm Œ 


ị ] 
và moinen quán tính J = 2 MR” SO VỚI (rỤC. 


O ẻ, hb J; * 
Người ta bỏ qua khối lượng bánh xe và các bánh xe răng. 
Mặt trung tuyến dọc theo xe là một mặt đối xứng và xe 
dịch chuyển theo trục nằm ngang (OØx), điều này cho 
phép viết các tác động tiếp xúc mặt đất lên bánh xe: 


Theo thi tuyển lcare. 
sở h và JỊ: Ri =Tiếy + Miếy; 
sở lạ và J;: Ra =T;ẽ, + Naữy. 
Ma sát duy nhất được xét. đến là ma sát của trục (A4) 
lên các ổ trục, được quy về một ngẫu lực có momen 
Ƒ'=-Ƒ¿, không đổi, tác dụng lên đĩa và đĩ nhiên là 
có xét đến ma sát của các bánh xe với mặt đất. 
Các đặc trưng hình học được đặc trưng bởi các vectơ: 
CH =3, — by — Cổ;; Ch = 3dễy — Đổy + Cổ,; 
Cla =—dẽ, — bêy —cẽ,; CJ2 = —dễy — bỗy + cỗ,; 

—— 1 . 

(b được chọn sao cho rb+© R7 ) Cứ = Sink 


Cho biết: m = 10g; Ä⁄ = 30p; r = 10mm; # = 15mm; 
g=09,81 m.$ ”. 

1) Pha 1 

Đồ chơi, được cầm ở tay, được đặt lên mặt đất lúc 
¡= 0 và đẩy với gia tốc đều làm cho đồ chơi chạy 
được đ = 50 cm trong thời gian í¡ = 25. 

Ở thời điểm /=¡í¡, đô chơi được nhấc lên rồi giữ 
đứng yên trên mặt đất. Biết rằng trong pha 1 các bánh 
xe lăn trên mặt đất không bị trượt, tính ở thời điểm 
lị này: 

a) Số đo đại số ø¡ của vận tốc quay của đĩa theo 
hàm của r, đ và ¡¡. Vận dụng tính số; 

b) Momen động lượng Lc đối với C của đồ chơi phụ 
thuộc vào / và øJ ; 

c) Động năng #x của đồ chơi. 

2) Pha 2 

Đồ chơi được giữ đứng yên trên mặt đất. Đĩa đứng 
yên ở thời điểm í; sao cho í¿ —í¡ = 6s. 

Tính 7 theo hàm của ø¡, J, í¡ và í¿ rồi áp dụng 
tính số. 

3) Pha 3 

Người ta lặp lại pha 1, cuối pha 1, nghĩa là ở thời 
điểm í¡, đồ chơi được buông ra và dịch chuyển tự do 
trên mặt đất. 


a) Với piả thiết là bánh xe lăn không trượt, xác định 
phương trình vi phân thỏa mãn hoành độ x của quán 
tâm của xe. Từ đó suy ra rằng đồ chơi có một gia tốc 
không đổi #=-7 (>0) mà ta cần viết ra theo hàm 
của Ñ,r, M,m và I' 

b) Tính theo hàm của y vận tốc ø¡ của đồ chơi ở 
thời điểm ¡¡ , khoảng cách đ' mà đồ chơi chạy được. 


BÀI GIẢI 
1) a) Xe ôtô với gia tốc không dối ở thời điểm f¡ có vận tốc: 
1U 2d 
1 h 


Ở thời điểm này, các bánh xe có My vận tốc góc (đại số) 
{2=—-+=—— Í (hú ý ý dấu !) 
r Thị 
và đĩa có vận tốc góc: 
4 + 
œ@\ =—242) Sử , Vậy đ¡ = lŨW rad.s : 
rñ 
b) Momen động lượng của xe đối với C là: 
Lc =mCÓ A0(G)+Jø= J@ẽ, 
"——_>_——_ 


xe không địa — đa 


vì các bánh xe có khối lượng không đáng kể và các vedơ CƠ và Z(G) 
là đồng tuyến. 
Ở tời điểm 0¡ ta có : fc()= J@i y = 2MR 6, 
th 
€) Động năng của xe là : 


l 
ðy= smaGŸ +; MuCŸ k2 Jø 


cv —<J 
xe không đĩa đĩa 


Tà 
với ø(G)ˆ = ø(C)ˆ = [se] =ø?, từ đó : 


2 
%v =g|zcusaw(X) | UẺ, 
2 T 


| RÝ La 
và ở thời điểm í¡ : #v()=2 m+w.+2w|) _ 
f 


TIẾN 
2) Áp đụng định lí momen động lượng cho đĩa đối với €j chiếu lên 
trục (O2): J@=-l', 

lấy tích phân giữa các thời điểm í và í; ,ta được: J«a = 7 (; —f). 
Các bánh xe sau, khối lượng không đáng kể, không đặt trên mặt đất, 
qua trung gian của cái nhông không tác dụng một ngẫu lực nào lên 
bánh xe răng sắn với đĩa. Để thấy rõ điều đó, chỉ cần vận đụng định lí 


momen động.lượng cho các bánh xe sau, tiếp đó vận dụng định luật 
tác động và phản tác động. 


Áp dụng số: ï' =5,625.10 ÌN.m 


c) Tính các thành phần 7¡, W¡, 7¿ và N; theo hàm 


của m,M, 7 và e=— 


đ) Giả sử ƒ là hệ số ma sát trượt của các bánh xe trên 
mặt đất. Chứng tỏ rằng giả thiết lăn không trượt buộc 
phải thỏa mãn một điều kiện, hãy nêu rõ điều kiện đó. 


3) a) Vận đụng cho xe định lí về công suất động năng: chỉ ngẫu lực 
ma sát nội 7 làm việc: 
đổi 2 
ma =1 @ggạ + I0 =-fa=-r“ (vì Œyy =0 ) 
r 


Động năng của xe đã được tính ở câu hỏi 1) c), ta có: 


2T 
c= „v. 
rịm+M+M _ 
lồ 
b) Xe có một gia tốc không đổi, sau thời gian f4 xe đi được một 
Ũ r? 
khoảng cách: đ =~L 
2y 


Vậy với vị =0,5 ms” và z =0,105 mạ ˆ, đ' =I,19 m. 

€) Vận đụng cho xe trong Z?: 

* định lí tổng hợp động lực, chiếu lên (Ox) và (Oy): 
~(m+ My =2 +21; 
0=2N¡+2ÀÄÀ;—(m+M)g 

® định lí momen động lượng ở C: 


ñc =' + (w+ n)p 7(G))^ 0(C)=+⁄#C., 


ðXL ° 


Vận tốc của quán tâm Œ¿_ của đồ chơi là đồng tuyến với vận tốc của 
điểm C, ta có: 
Jớc, =ưẾC =(Œh +Œh)A(Œj +M)+ 

+(CÏ› +Ø2a)A( +Ñ2)+CŒGA^ mỹ 


vậy J=6aN¡ +2bT~2aN +2bT; - 5 mp 


Cuối cùng, áp dụng cho mỗi bánh xe trước (khối lượng không đáng 
kể) định lí momen động lượng đối với trục rõ ràng là ta được: 

=0 (chú ý: áp dụng cùng một định lí cho Fí.1h xe sau không có 
được 7 =0 vì cái nhông gắn với đĩa tác dụng lên bánh xe này một 


momen khác không). 
Biết rằng tù =0 , các phương trình trên cho phép tính các 
T 


thành phần: 


có -n 


- lu 
1 =--(m+ M)y ; * Ä; >0 tức là giả thiết „ <— (nh: 
Ƒ | ( 3 Ậ x b Ệ TIỆ 
"SW( am+M ø+emz |và Ñ; =—| | >m+3M |p—ecmự [5 [ma] 
h *|ƒ2|<fN; điều này dẫn đến y<f ` 
đ) Xe thực tế lăn không trượt trêu mặt đất nếu: 4M +m)+fem. 
«N, >0 điều này luôn luôn được nghiệm đúng. Điều kiện thứ hai rõ ràng là khắt khe hơn là điều kiện thứ nhất. 
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*# € huyển động của cái xe máy 


Ta hãy nghiên cứu sự khởi động và sự hăm phanh của 
một cái xe máy, sơ đồ gôm ba phần: hai bánh xe 
giống nhau kí hiệu là ⁄{ (bánh sau) và 2 (bánh 
trước) và một hệ, kí hiệu là 44 là khung, các trang bị 
máy móc và người đi xe máy. Hệ ‹4 được giả thiết là 
không biến dạng và toàn bộ hệ .⁄(%, 42, 4) là hai 
chiều dịch chuyển theo trục nằm ngang (Oy) của một 
mặt phẳng thẳng đứng (Øyz) thuộc về hệ trực giao 
(Ó; x, y, z) (giả thiết là Galilé). Kí hiệu Ct và Œ; là 
tâm của bánh xe (chúng cũnp đồng thời là quán tâm) 
và Ở là quán tâm của toàn hệ Z. Các đặc trưng về 
kích thước cân thiết để giải bài toán có phí rõ rên sơ 
đồ (trên sơ đồ không vẽ phần 4⁄3 ). 


ti 


h T, bị, 


Gọi 7n là khối lượng của một trone hai bánh xe, # là 
3 : 
bán kính bánh xe, /= TK” là momen quán tính 


bánh xe đối với trục và Ä/ là khối lượng của phần 2. 
Ngoài ra xe máy tiếp xúc với trục (Óy) ở các điểm 1¡ 


và l; ở đấy có các phản lực kí hiệu tương ứng là: 
Rị =Tiếy + Nụẽ, và Ra =T›ốy + Naõ, 


Ta gọi ƒ là hệ số ma sát trượt của 4 và 2 lên trục 
(Óy). Phần 4 truyền cho mỗi bánh xe một lực và 
một ngẫu lực (của động cơ hoặc là phanh). Ta kí hiệu 
Kị và K¿ là các giá trị đại số của các momen của 
các ngẫu lực truyền cho bánh xe Z¡ và +2, tính theo 
một cách đại số theo chiều thuận của hệ quy chiếu 
(@2yz). Ta piả thiết rằng các bánh xe lăn không trượt 
trên trục (@y). 


1) a) Cho ø(ø> 0) là vận tốc tịnh tiến song song (Óy) 
của xe máy. Tính động năng và momen độne lượng 
của xe đối với trục song song với (29 đi qua ỞƠ. 


b) Vận dụng các định lí tổng quát của cơ học cho các 
bánh xe và cho toàn bộ hệ .⁄, hãy viết ra các biểu 
thức của: 

: : dụ 
œ) Ơia tốc của .‹, kí hiệu 4= E 
B) Các thành phần thẳng đứnp M¡ và Ä; các phản 
lực của mặt đất ở 7 và 12; 
+) Các thành phân nằm ngang 7Ị và 72 của các phản 
lực này cũng ở các-điểm ấy, theo hàm của Â, M, im, đ, 
6, Đị, b,l, Kị và K›. 
Trong tất cá các phân tiế) theo, ta xem m không 
đáng kể so với M. 
2) Nghiên cứu xe máy khởi động. Ta giả thiết là chỉ 
có bánh xe sau là được truyền chuyển động 

Kị <0Övà K; =0 

a) Điều kiện nào gia tốc ø phải thỏa mãn để xe máy có 
thể chuyển động trong những điều kiện nói trên, biết 
rằng bánh xe không bị nâng lên và lăn không trượt? 
b) Tính gia tốc giới hạn. 
Chơ biết : != 1,50 m; bị = 0,6m; d = 0,90 m; ƒ= 09,2: 
e=l0ms Ỷ. 
3) Nghiên cứu khi phanh xe máy 
Giả thiết như trước là xe máy lăn không trượt với vận 
tốc ?'(/) (2 > 0) trên trục nằm npanz (Óy). Người ta 
tác dụng lên bánh xe các momen phanh hãm không 
đổi Ki và K; (Ki >0, K;¿ >0) tạo ra 9ia tỐC 
du 
di 
a) Thiết lập các bất đẳng thức mà K¡ và K¿ phải 
thoả mãn để bánh xe không bị nâng lên và chuyển 
động các bánh xe vẫn giữ là lăn không trượt. 
b) Giả thiết là b› > #d. 
Tính các giá trị cực đại của lzi thích hợp với các điều 
kiện chuyển động xác định như trên và những mmomen 
hãm tương ứng. 


q= ảm, 


Nên dựa vào cách giải thích theo piän đồ các bất đẳng 
thức của 2) a). 

⁄ s. = Sử —2 
c) Tính lzlpax, Ki và K; đối với @=l0 ma “; 


=0,2; M = J00kg; R = 0,5m; != 1,5m; bị = 0,6 m; 


đ=0,9m. 


BÀI GIẢI 
1) a) Các bánh xe không trượt trên trục (y), vận tốc quay của chúng là: 

= 

Œ@)= _x š 
Vận dụng các định lí KŒNIG để xác định: 
® động năng của xe máy trong (Ở; x, y, 2): 

ð =1 Mu? +3| À m2 + Jạ2 
2 2 2 


~— 


“—-_— -‹-—__— 
%4.  ð 5ð 
¬ T 
vậy ếy =—”“| M+—m |; 
v12 in 
® momen động lượng đối với Œ của xe máy trong (Ó; x, ÿ, 2): 
Lø =(GC3 A Mö+ Lỗ;)+(GC\ A mỹ + J@0)+(GCa A mũ + Jđ) 
"¬——— "~— ——~-—- 
5 Š 5 
ở đây kí hiệu Cạ là quán t: tâm của Z1 và Đì rh là momen động 
lượng trọng tâm của ‹' : : L4 = =Ũ, 
Vậy La =(MGC3 +mGC \ +mÓGC : 2)A0+7 0Ø. 
Nhưng theo định nghĩa của Œ, MGC3 +mGC +mGC › =Ö. 
Ta rútra Eœ =2J , chiếu lên trục (Ó%): 
3 
lọ 2222220716246 


2) œ) Áp dụng cho toàn hệ định lí công suất động năng trong 
(Ø; x, y, 2) chú ý là các lực ngoại không làm việc: 


dốy 7 
KE Nó ng Hh|> Su + đn = đt =(K +KÃ¿)@. 
K,+K 
Từ đó suy ra: Tan q1. 


Ø) Vân dụng cho toàn hệ trong (Ở; x, y, 2): 

* định lí tổng hợp động học, chiếu lên các trục (Oy) và (02): 
(M+2m)a=T+Ty, (2) 
| =N+N,-(M+2mg @) 

e định lí momen động lượng ở G, chiếu lên trục (»): 


d . ` ...... 
—ết=[6PI ^(Ñ +Ñ1)+68: A(Ñ: +), 


3 
vậy PP tp TỚI Ị +hạN; +dứi +) (4) 


Ta suy ra từ các phương trình (1) (2) (3) và sở 


3 
_ b(M +2m)g _Ki*+K;2"h =(M +2m) 
Ị Ị M+Sm 
2 


3 
_ b\(M +2m)g _KitE; sm+ (M +3m) 


N 
sP ï ] 


7 
M+—m 
2 


Y) Vận dụng cho mỗi bánh xe định lí momen động lượng đối với các 
tâm tương ứng của chúng, trong các hệ quy chiếu trọng tâm tương 
ứng và chiếu lên trục (): 


“ma =K¡+1R và “ma =K;+TR 


thay a bằng giá trị của nó (hệ thức l), ta có: 


(4M +l1m)Fn +3mK; - 3mK) —(4M +lIm)K; 
1 LPN=ẽxag hs và 7 XƯƠNG TS RIYNG 
A[ Màn] 2| Ms] 


Trong trường hợp mà m<< Ä, các biểu thức của Nị, M;, T¡ và 
1; trởthành: 


M= ĐK -lug S4 XU, 
ƒPSSORE:° Ú Ị 
T—_KL, .._* 
R R 


2) Bánh xe sau là truyền động: K, <0; K; =0. 
a) Các bánh xe không tự nâng lên nếu: 
© Nị, >0 điều này luôn nghiệm đúng; 


: R 
© N¿ >0 điều này buộc |Ki|<-hM=A 


Các bánh xe không trượt nẾu: 


* |j|<f Nị điều này buộc ||<f;>w=s: 


° |b <£N; điều này luôn luôn nghiệm đúng vì 7; =0. 
Do đó gia tốc của xe máy không được vượt giá trị nhỏ hơn của các giá 
A bB 
trị —— hay —— 
RM RM 
b) Áp dụng số: A= 3,33M và B=0,68M 
Bánh xe Z{ không trượt đặt ra điều kiện hạn chế hơn: Kim = 


điều này dẫn đến gia tốc giới hạn : 


PB. f 
điịm = RM x Tựt: vậy 8im =1.36 msˆ? 


3) a) Các bánh xe không tự nâng lên nếu: 

| R 
® Nị >0 điêu này buộc (Ất + Ấ¿) <-bMỹ (8); 
© N; >0 điều này luôn luôn được nghiệm đúng. 
Các bánh xe không trượt nếu: 


R d đ _R 


$ d dì R 
° |5|<fM điêu này buộc -K/2+KÍ-f2]< AM (c) 


b) Chúng ta biểu diễn trong sơ đồ dưới đây, trong mặt ( Kị, K¿ ) các 
đường thắng của phương trình: 


R 3 
*® Ki+Ñ;= PT Mz = Kạ (điêu kiện giới hạn (a)). 
Đường thẳng này đi qua các điểm (0, Ko ) và ( Kọ ,O); 


d dđ R ` 


Đường thẳng này đi qua các điểm: (0; Kạ) và | K'ạ= —9 : 
li 
£q 


d . 
° -Kưj-+K| !~F7 Ì*£AM, (điêu kiện giới hạn (c)). 


Đường thẳng này đi qua các điểm: 


Ta có thể nghiệm rằng 0< Kạ < Ấạ và Kọ <0 


à K " 
Hơn nữa 6; > đ buộc Kẹ >0 và Ea >ị 
Kẹ b\fữ 


0<Ko<Kạ. 


Các giá trị cho phép của K¡ và K; tương ứng với vùng trắng (tam 
giác MKg" Kq ) trên sơ đồ. Thế mà l al là cực đại nếu ( Kị + K; ) 
là cực đại, điều này tương ứng với điểm Mở sơ đồ: 

Thực vậy, đặt s= K¡ + K¿ các điều kiện giới hạn (b) và (c) được viết 


ra là: 


d R : : › 
(b) Ấi Nhi ch : ølà cực đại nêu K: là cực tiêu 


ởđì R › 
(c) —Ấ ru: : ølà cực đại nêu X¡ là cực đại. 
Như vậy sma„ nghiệm đúng các điều kiện giới hạn (b) và (c) dẫn đến: 
Smax„ =f RMg và |aÌqx= Í£. 


©) Áp dụng bằng số: lalmy=2m.s””; Kị =(bạ —fd)f Mg , vậy 
Ki, =4&§Nm; K¿ =smxy —Ất, vậy Kạ =52Nm. 
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x*w Vận chuyển một cái ống 


Một xe tải dịch chuyển trên con đường nằm ngang, 
thẳng gắn liền với một hệ quy chiếu galilé chở một 
ống hình trụ đồng nhất khối lượng m bán kính &; 
momen quán tính của ống này đối với trục ống là 
J =mÑ?. 

Với mục đích giữ cho ống đứng yên ở đầu mút của 
sàn xe tải nằm ngang, đối lại với phía cabin người ta 
dùng một cái chèn tiết diện hình tam giác chiêu dài 
ÓD =I, góc ø và khối lượng không đáng kể. 

Các tiếp xúc giữa ống và xe tải (ở B8 và C) là không có 
ma sát, tiếp xúc ống - cái chèn (ở 4) và tiếp xúc cái chèn 
- sàn xe được đặc trưng cùng hệ số ma sát ƒ như nhau. 


Cho biết: œ =10 ; m = 50 kg; R = 1 m;!= 0,5 m; 
ƒ=0,2 và g=10 m.s 7. 


Cho (Ó; x, y, z) là một hệ quy chiếu gắn với xe tải. Ó 
nằm ở đầu mút của cái chèn, (Øx) hướng lên trên theo 
đường thẳng có độ nghiêng cao nhất của cái chèn, 
(Óy) hướng lên trên vuông góc với (Óx) trong mặt 
phẳng thẳng đứng và (Óz) là nằm ngang, vuông góc 
với mặt phẳng của sơ đô. 


1) Tính khoảng cách /s= ÓA theo hàm của ® và của 
ở sau đó áp dụng tính số. 


2) Xe khởi động, lấy gia tốc không đổi a (z > 0). Giả ' 


thiết rằng cái chèn và ống được giữ cân bằng trên sàn 
Xe tải. 

a) Chứng minh rằng ống thực tế được giữ đứng yên 
trên sàn xe nếu gia tốc a không quá một giá trị z¡ nào 
đó mà ta sẽ tính ra. Tính áp dụng số. 


b) Chứng tỏ rằng chính cái chèn cũng đứng yên nếu ƒ 
lớn hơn một giá trị ƒ nào đó mà ta phải xác định. 


Nghiệm lại rằng với các trị số cho ở trên, thực tế là có 
được ƒ > ƒ,. 

3) Giả sử là ƒ > ƒ¡ và cái chèn đứng yên trên sàn xe. 
a) Ở thời điểm ban đầu ? = 0, xe tải khởi động với gia 
tốc không đổi a > aị. 

#) Giả sử là ống lăn không trượt trên cái chèn, tính 
gia tốc š¡ của quán tâm của ống (trong hệ quy chiếu 
(Ó; x, y, z) gắn với xe tải). 

Ø8 Chứng tỏ rằng chỉ có thể lăn không trượt nếu gia 
tốc œ của xe tải dưới một z; nào đó mà ta cần phải 
xác định. Áp dụng để tính số. 

?) Chứng tỏ rằng cái chèn thực tế bất động trên sàn xe 
nếu gia tốc a dưới một giá trị z¿ nào đó mà ta phải 
xác định. 

Áp dụng để tính số. 

ð) Giả thiết là ai < a< Inf(a;24) (nghĩa là giá trị nhỏ 
hơn trong hai giá trị a›, ax). Pha tăng tốc kéo dài 
đến thời điểm rạ và ở thời điểm đó xe có tốc độ øạ. 
Xác định ở thời điểm rạ, vận tốc š¡ạ mà quán tâm 
của ống có được (trong hệ quy chiếu (Ó ; x, y, z) và 
chiều dài đạ mà ống chạy trên cái chèn. Tất nhiên là 
giả thiết (dạ +lọ)<!, hãy viết biểu thức của šqo và 
đụ theo hàm của ø, a, ở và íọ. 

b) Từ thời điểm ¡ạ, xe tải giữ nguyên vận tốc z 
không đổi. 

#) Chứng tỏ rằng khi ¡ > :ạ, ống lăn không trượt trên 
cái chèn và tính gia tốc ï; của quán tâm của nó 
(trong hệ quy chiếu (Ø; x, y, z) gắn với xe tải). 

Ø) Nghiệm rằng cái chèn đứng yên trên sàn xe tải. 

? Suy ra chiều đài cực đại đmạ„ mà ống chạy trên 
cái chèn. 

Rõ ràng là giả thiết (đma„ +iọ)<! và hãy biểu diễn 
đmuạax theo hàm của ø, a, ứ Và ífạ. 

ở) Người lái xe tải muốn có một vận tốc z; bằng 
60 km.h”. 

Xác định các trị số của thời gian cực tiểu /o mịn của 
pha tăng tốc và giá trị cực đại ama„ cho phép đối với 
gia tốc ø trong pha đó, để cho ống không tụt ra sau 
cái chèn (rõ ràng là giả thiết amay < inƒ (as43)). 


BÀI GIẢI 


1) Trên sơ đồ đưới đây, ta nhận thấy: vậy khi chiếu; 
` Hh Ì—c0§œ * lần đường nằm ngang ?) + Msinœ =U 
HB= K(I- co) và lạ =OA=———: hay Đi ' li Độ dị `. 
SHIØ sứ * lên đường thăng đứng Mạ — NMcosơ =Ú 
Áp dụng bằng số : lạ = 0,0Ñ7 m. Cái chèn giữ cố định nếu [2| Š r|Nn|, tức là nếu /' >/1 =tgư 


Áp dụng số ; Íị =tgœ = 0,116<f=0,2. 


* 


2) Cái chèn và ống là đứng yên trên xe lải : 
a) Vận dụng cho ống định lí về momen động lượng đối với Ở trong 3) Cái chèn cô dịnh. Ong lăn không trượt, 

hệ quy chiếu trọng tâm, ta tìm được 7= 0 (xem sơ đồ dưới đây). a) 4> ä), các tiếp xúc ở Ở và Cđều không có. 

œ) Áp dụng cho ống: 

* định tống hợp động lực trong hệ quy chiếu không Galilé (Ó; x, y; 2): 


mày, = + Ñ + mỹ — mã, 


|- 


Vậy chiếu lên: (Øx) và (0y): 
tmXị = T~ Igsinœ +imacosz— (1) 
Ú=N— mỹc(%ơ — masinx (2) 
s định lí về momen động lượng ở G trong hệ quy chiếu trọng (âm, 
không ma sát chiếu lên (2⁄): 
JÖ= mR°Ö=RT (8): 
s diều kiện lãn không trượt: 
#+RØ=U (4). 


_—— 


Vận dụng cho ống định lí về tổng hợp động lực trong hệ quy chiếu 
không Galilé (Ó; x. y. 2): 

N+NI+MN + mỹ ~ mã = Ú 
Ở giới hạn a=ay các tiếp xúc ở Ö và € là không có và 
Ñ.=N; = và chiếu lên (Øx) và (Oy) ta được: 

— ng SI1Œ + 1T c@œ =0 

N ~ mỹC0Sđ ~ mãi sìnø = Ô, 


Từ phương trình thứ nhất, ta rút ra ä¡ = øtgŒ và từ phương trình thứ 


11g : 
ha N=—. 
COŒ 0 
› b : ... : +. yếm sốc. Ú : 

Áp dụng số: a; = 1,76 mẹ”, Các hệ thức (1), 3) và (4) dân đèn šl Tp V9 Thời HỢP @®) 

b) Áp đụng cho cái chèn (khối lượng không đáng kể) định lí về tổng Í) nhờ các phương trình (1) và (2) ta có: 

hợp động lực trong hệ quy chiếu không Galilé (0; x, g, 2) (xem sơ đồ Ị 

sau đây): T=~ 1m(g SiNg —äC0§đ) (6) 
Tậ+Ng—N=0 N=1m(øqœ +ajdnz) — (T) 


173. 


Có lăn mà không trượt nếu: 
l ` : 
I7TI =-T= maosœ — gsinG)  fÌ NI = ft(gcsơ + asin0) 


(nhớ rằng: acosơ — gsinœ >0 nếu a>a¡ ), từ đó : 


sinœ +2fcosœ 
aSœ=gl ————— 
C0sŒœ —2fsinœ 
( áp dụng số cho cosœ >2fsinœ ). 
Ta có thể nghiệm a; > á¡ 


Áp dụng số: a = 6,20 ms”” (giátrị "cực lớn"). 


3 Áp dụng cho cái chèn (khối lượng không đáng kể) định lí tổng hợp 
động lực trong hệ quy chiếu không galilé (O; x, y, 2): 
No+To-T-N=0. 


Vậy khi chiếu 

« lên đường nằm ngang Tạ + Nsinœ —7cosœ =0; 
s lên đường thẳng đứng Nạ — N cosơ — Tsinœ =0 
Tù đó dùng các hệ thức (6) và (7) : 

Tạ =Tcosơ - Nsind 


l : SANG 
= 2 mg sinŒ —aCO0§)C0SŒ — m( gCOS Œ + asinœ)sin Œ 


2 
`. == Đá coS" œ >sin2@ () 
2 2 


Nụ =Tcosơ — Nsinœ 


1 _ ỗ l 
= HA U HH, EDS-EIEH Chi TH gCOSŒ + asin)C0S œ 


2 . 
= mÌ g sIin kg  TỆ TT ch sân bàng (9). 
TJ/ÀNG 2 + 


Cái chèn vẫn đứng yên trên xe nếu lTạ Í< flNạ | tức là khi 


c0” œ + 2sinœ — f sinœcosœ 


f (sin?œ +2co§2) —§InØc0s œ 
4ŠSa“ø|————— 
(ta có thể nghiệm lại rằng tử số và mẫu số từng cái riêng đều làdương). 
Áp dụng số: a =2,24 ms 2. 
ô) Trong suốt cả pha tăng tốc, ống lăn không trượt trên cái chèn, 
từ đó: 


¬ : 
*o =Xlfạ = 2(ac0s2 —øsinØ)/q; 


| l Ä 

dọ= 2ÄU0 ưb%b C0SŒ —gsinœ)Mộ ñ 
b) Khi />íạ , xe dịch chuyển với vận tốc không đổi: (0; x, y, 2) là hệ 
galIlé. 
gà Giả thiết rằng ống lăn không trượt trên cái chèn và ta lại lấy các hệ thức 
(5), (@ và Œ) của các câu hỏi3) a) œ) và B) trong đó ta cho a= 0: 

†... L1, 
Xa= S5 tHỢI T 5 p0 N= mgcœsG . 

Giả thiết ống lăn không trượt là đúng nếu |T|< f|N| điều này dẫn 
đến tgœ<2f. 
Điều kiện này luôn luôn được nghiệm đúng vì giả thiết 
f>l =teơ. : 
8) Lại xét các biểu thức (8) và (9) trong đó ta choa= 0 


sin ơ 2 
+C05“ œ 


Ly sa 
T1 =~7 mg sinØ c0sŒ và Ng= "| 2 


Cái chèn vẫn giữ đứng yên trên xe tải nếu |Tạ|< f | Nạ| tức là nếu: 


+ ;.3 
SInØ €0SŒ sIn" % tgœ 
——— Ð oi vậy S= cỹ 


2 
điều này luôn luôn được nghiệm đúng vì theo giả thiết ƒ > tanœ . 
) 5 =~sgdjng dẫn đến, có để ý tới các điều kiện ở thời 
điểm fạ : 


› II : 
#2 SE 200/20. 286) ' 


le : 
Ÿ; =~.gsin@(f~tụ} + #Iof —fạ)+đụ.. 


x; là cự đại khi #; =0, điều này xây ra ở thời điểm í¡ xác định bởi: 


2š 
(—tạ)=——® 
gsinơ 
ĩ * 
Ta rút ra: đưay = 10 ~+đ 
øšsinơ 


và, thay thế #ịo và đẹ bởi các giá trị của chúng: 


2 
đun, -$emr| aco0SŒ ¬Ì 


ồ đhạay =i-h với Up =ãfÍo = âmaxÍo mịn › từ đó : 


2y, 
tn CO5“ Œ — nfomi 
[—lp=~Ö ————_—SHR csợ, 
4gsinœ 4 
» CosŒ —hh) , ú 
Ta rút ra: giả SE Ác, và đụng =—— 


Ø§SInŒ  zC0SŒ Í0 min 


vậy y =16,67 m.s”Ủ; fp mạ =9,355; 4m„ =1L78m.s 2. 
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